Problemas resueltos de autovalores y autovectores

EDUARDO L1z MARZAN

Los problemas que se incluyen en esta coleccién se han extraido de pruebas parciales y exdmenes
finales de la asignatura Algebra lineal de las titulaciones de Ingenieria de la energia e Ingenieria de los
recursos mineros y energéticos en la Universidad de Vigo.
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Capitulo 1
Autovalores y diagonalizacion

1) Se considera la matriz

b
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a) Calcular el espectro de A.
b) Estudiar si A es diagonalizable.

Solucion:

a) Desarrollamos el polinomio caracteristico de A teniendo en cuenta que todas las filas suman lo mismo:

5-12 -2 -3 | K |-z -2 -3 1-2 -3
galz)=| 2 —z -2 = |—z—z -2 |=(-2)|l-2z -2 |=
3 2-1—z|K3s3)|—2-2-1—x 1-2-1—-=z
Fa1(—1) 1 -2 -3
= (-2)[02—2 1 |=(-2)(2-2)%
F31(-1) 0 0 2—=x

Por tanto, Sp(M) = {0,2}, con m.a.(0) =1, m.a.(2) = 2.

b) A no es diagonalizable porque m.a.(2) =2y

m.g.(2)=3—-rg(A—2I)=3—rg =3-2=1%#m.a.(2).
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6 Capitulo 1. Autovalores y diagonalizacion

2) Se considera la matriz
010
M=|001|,
0c2

donde ¢ es un parametro real.
a) Calcular el espectro de M en funcién de los valores de c.
b) Estudiar para qué valores de ¢ es diagonalizable la matriz M.

Solucién:

a) En primer lugar calculamos el polinomio caracteristico de M:

- 1 0 e 1
qgu(z)=| 00— 1 |=-z c 9 = —x(2? — 2z — ¢).
0 c2—-2

Resolvemos la ecuacién de segundo grado:

22— —c=0<=z=

2+ +v/4+4 2+ 21
v2+C: V2 T s Tre

Por tanto, Sp(H) = {0,1+v1+¢,1 — 1+ c}.

b) Distinguimos 4 casos:

(i) Sie < —1entonces 1 4+ ¢ < 0y qa(x) tiene raices no reales. En este caso, M no es diagonalizable.

(ii) Sic=—1lentonces 1 +/1+c=1—+1+c=1y Sp(M) ={0,1,1}.

Calculamos la multiplicidad geométrica de 1:

-1 10
mg.(1)=3—-rg(M —-1)=3—rg 0-11])=3-2=1#ma.(l)=2.
0-11

Por tanto, M no es diagonalizable.
(iii) Es claro que 1+ /1 + ¢ no puede ser igual a cero. Estudiamos cudndo 1 — /1 + ¢ = 0:
1-VI4+c=0=VI+c=1l<=14c=1<=c=0.
Para ¢ = 0, Sp(M) = {0,0,2}. Calculamos la multiplicidad geométrica de O:
010
m.g.(0)=3—-rg(M)=3—-1rg| 001 | =3-2=1+#m.a.(0)=2.
002

Por tanto, M no es diagonalizable.

(iv) Finalmente, M es diagonalizable en el resto de los casos, es decir, si ¢ € (—1,0) U (0,00), ya que
tiene tres autovalores reales de multiplicidad algebraica 1.



3) Se considera la matriz

1-1-1
A= -1 1-1
2 2 «

a) Probar que v = (1, —1,0) es un autovector de A asociado al autovalor A = 2.

b) Calcular el valor de « para el que 2 es el tnico autovalor de A.

¢) Para el valor de « calculado en el apartado b), calcular la multiplicidad geométrica de 2. jEs
A diagonalizable?

Solucién:
a) Como
1-1-1 1 2 1
Av=1| -1 1-1 —1)|=l-2]|=2|-1],
2 2 « 0 0 0

se deduce que v es un autovector de A asociado al autovalor A = 2.
b) Si Sp(A) = {2,2,2}, entonces tr(A) =2+2+2=6=2+a y por tanto o = 4.

¢) Para a = 4, el tnico autovalor de A es 2y

-1-1-1
A-2I=-1-1-1
2 2 2

Por tanto, m.g.(2) =3 —rg(A—2I) =3—1=2. Como m.a.(2) = 3 # m.g.(2), A no es diagonalizable.

4) Se considera la forma cuadritica w : R* — R definida por
w(z,y,2) = 22° + 2y* + 22° — 22y — 222 — 2y2.

a) Hallar la matriz M de su expresién matricial w(z) = x'Mzx. Estudiar si w es degenerada.
b) Calcular los autovalores de M y utilizarlos para clasificar w.

Solucion:

a) La expresién matricial de la forma cuadratica es

2—-1-1 x
w(z,y,2) = (v,y,2) | -1 2-1 y | =o' M.
“1-1 2 2

Como el determinante de M es cero, w es degenerada.

b) Desarrollamos el polinomio caracteristico de M teniendo en cuenta que todas las filas suman lo mismo:
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2—z -1 -1

QM(CE) =

(=)

Klg(l) —x —1 -1

12—z -1]| =
1 -1 2—a2| K30 |-z —1 2—x
1 -1 -1
03—2 0 |=(-2)(3-2)%
0 0 3—-=z

F21(—1)
F31(71

)

Por tanto, Sp(M) = {0,3,3} y w es semidefinida positiva.

5) Probar que la forma cuadratica ¢(x,vy,2) = 22 + 2y? + 22 + 22y + 2yz es degenerada y utilizar

autovalores para clasificarla.

1

—z2—z -1 |=(-2)|12—2 -1

1

Solucién: La forma cuadratica ¢ se puede expresar como p(z) = zt Ayz, donde

es la matriz asociada a ¢. Como

110
Ay =121
011

|Az| = 0, ¢ es degenerada.

1—=x

El polinomio caracteristico de As es
1—=z 1 0 Fgl(fl) 1—=x 1 O Klg(l)
@)= 1 2-—2 1 = 12—z 1 =
0 1 11—z rx—1 0 1—=x
-, =006 -3 =1 -2)e@-3)
= T 9 9_x|T z)(z T) = z)x (z .

Por tanto Sp(A42) ={0,1,3} y ¢

6) Se considera la forma cuadrat

es semidefinida positiva.

ica w: R3 — R definida por

w(z,y, z) = 22° + ay® + 22° + 2ax2,

donde a es un parametro real.
a) Calcular la matriz M asociada a w.

b) Hallar el espectro de M en funcién de los valores de a.

¢) Determinar los valores de a para los que se cumplen cada una de las siguientes propiedades:

c.1) w es no degenerada.
c.2) w es definida positiva.
c.3) w es semidefinida positiva.

Solucion:

a) La expresién matricial de la forma cuadratica es



20a x
W(I,y,Z) = (x,y,z) 0a0 Yy = UtMU.
a02 z
b) El polinomio caracteristico de M es
2—x 0 a
_ . 2—z a | F201) 2+a—2z)2+a—1x)|
a(r)=| 0 a—z 0 | =(a-2) a 2—x| (a—2) a 2—x
a 0 2—x
—-n)@ta-2)| ! @2 ta-2)@-a-2)
=(a—= a=a)| o _,|=la-z a—zx a—1x).

Por tanto, Sp(M) = {a,2 + a,2 — a}.

c.1) Como |M| =a(4—a?) =a(2—a)2+a):

w es no degenerada <= a(2+a)(2 —a) #0 < a # —2,0,2.

c.2) Los menores principales de M son Ay =2 > 0, Ay = 2a, Ay = |M| = a(4 — a?). Por tanto:

2a >0 a>0
w es definida positiva <= — —0<a<2
a(4—a?®) >0 a’ <4

¢.3) La forma cuadrdtica w sélo puede ser semidefinida positiva en un caso degenerado, es decir, para
a €{-2,0,2}.

» Paraa= -2, Sp(M) ={-2,0,4} y por tanto w es indefinida.
» Paraa =0, Sp(M) ={0,2,2} y por tanto w es semidefinida positiva.
» Para a =2, Sp(M) = {2,4,0} y por tanto w es semidefinida positiva.

En resumen, w es semidefinida positiva <= a =0 o a = 2.

7) Se considera la matriz

21 -2
M = 12 2
—-22 a

a) Calcular los valores de a para los que la forma cuadrdtica wy(z) = ' Mz es definida positiva.
b) Sin calcular M1, razonar cudles son los valores de a para los que la forma cuadrética wo () =
! M~z es definida positiva.
c) Paraa=—1:
(i) Calcular una base de Ker(M — 3I), deducir que 3 es un autovalor de M, y calcular su
multiplicidad algebraica.
(ii) Hallar razonadamente el espectro de M sin calcular su polinomio caracteristico.
(iii) Determinar los valores singulares de M utilizando que M es simétrica.
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Solucion:

a) Los menores principales de M son Ay = 2, Ay =3, Az = |M| = 3(a — 8). Por tanto,
M es definida positiva <= a—8 > 0 <= a > 8 <= a € (8,0).

b) Que M sea definida positiva es equivalente a que todos los autovalores de M sean positivos. Como los
autovalores de M ! son los inversos de los autovalores de M, es claro que tienen el mismo signo. Por

tanto:
M~ es definida positiva <= M es definida positiva <= a € (8, c0).
¢) (i) Para a = —1, la matriz es
21-2
M= 12 2,
—-22 -1
de modo que
-1 1-2
Ker(M — 3I) = Ker 1-1 2| ={(z,y,2) eR® Jy=a+22} =
-2 24

={(x,x +22,2) /z,z € R} =< {(1,1,0),(0,2,1)} >.

Por tanto, m.g.(3) = dim(Ker(M —3I)) = 2, de donde se deduce que 3 es un autovalor de M. Ademas,
como M es simétrica, en particular es diagonalizable. Esto implica que m.a.(3) = m.g.(3) = 2.

(ii) Como m.a.(3) = 2, podemos escribir Sp(M) = {3, 3, A}. Teniendo en cuenta que la traza coincide
con la suma de los autovalores, se tiene:

tr(M)=2+2-1=3=3+3+A=3=6+)\=>\=—3.
Por tanto, Sp(M) = {3, -3}, con m.a.(3) = 2, m.a.(—3) = 1.

(iii) Los valores singulares de M son las raices cuadradas positivas de los autovalores de M*M. En
este caso, como M es simétrica,

M'M = M? = Sp(M"'M) = Sp(M?) = {3%,3%,(-3)*} = {9,9,9}.

Por tanto, los valores singulares de M son 01 = 09 = 03 = /9 = 3.

8) Se considera la matriz
1 2
B = (_2 _1> € MQXQ(R).

a) Estudiar si B es diagonalizable.
b) Hallar una diagonalizacién ortogonal de M = B!B.
¢) Calcular una raiz cuadrada de M = B'B.
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Solucion:

a)

b)

9)

El polinomio caracteristico de B es qp(z) = |B — xI| = 22 + 3. Como las raices de 22 + 3 = 0 no son
reales, la matriz B no es diagonalizable.

La matriz M es

T
M_BB_<45>.

El polinomio caracterfstico es qg(x) = 22— 102 +9 y sus rafces son \; = 9y Ay = 1. La diagonalizacién
ortogonal de M es M = PDP?, con D diagonal y P ortogonal. Ademds,

90
D= (01)7P:(U1|U2)7

donde u; es un autovector unitario asociado a A\; = 9 y us es un autovector unitario asociado a Ay = 1.
Como V(9) =Ker(M —9I) =< {(1, 1)} > y V(1) = Ker(M — I) =< {(-1,1)} >, podemos tomar

w = (1/VIV2), ue = (-1/v2,1/V3)
de modo que

_ (VR 1B

0= (9 1) = (o1):

Teniendo en cuenta que

una raiz cuadrada de M es

Se considera la matriz
a—1 0
A= —a 2 -«
0-1 «

a) Calcular los autovalores de A.
b) Estudiar si A es diagonalizable en cada uno de los siguientes casos:
(i) a=0.
(i) = -2.
c¢) Para a = 1:
(i) Clasificar la forma cuadrética w : R® — R definida por w(z) = 2! Az.
(ii) Calcular los valores A\j,As € R y dos vectores unitarios ui, us € R® para los cuales
A= Aluluﬁ =F )\2U2ut2.

Solucion:

2)

Teniendo en cuenta que todas las columnas de A suman lo mismo, el polinomio caracteristico de A es:
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a—z —1 0 Fi2(1) | =z —x —=x 1 1 1
ga(x)=1A—zI|=| —a 2—2 —« = |—a2—-2 —a |=(-2)|-a2-z -«
0 -1 a—z| F3(1) 0 -1 a—=x 0 -1 a—=x
Ka1(-1) 1 0 0
= (—z)|—a24+a—-z 0 |=(-2)24+a—2z)(a—2a).
Ks1(-1) 0 -1 a-x

Por tanto, Sp(A) = {0,2 + «, a}.

b) (i) Para a =0, Sp(A4) = {0,2}, con m.a.(0) = 2, m.a.(2) = 1. A es diagonalizable porque

0-10
m.g.(0) = dim(Ker(A)) =3 —rg(4) =3—-1g( 0 20| =3—-1=2=m.a.(0).
0-10

(ii) Para @ = —2, Sp(A) = {0, -2}, con m.a.(0) = 2, m.a.(—2) = 1. A no es diagonalizable porque
-2-1 0
m.g.(0) = dim(Ker(A4)) =3 —rg(A) =3 —rg 2 2 2| =3-2=1%#m.a.(0).
0-1-2

¢) Para a = 1, la matriz es simétrica:

1-1 0
A=| -1 2-1
0-1 1

(i) Como Sp(A4) = {1, 3,0}, la forma cuadratica w es semidefinida positiva.
(ii) La descomposicién espectral de A es A = ujul + 3ugub + Ouzub. Por tanto Ay =1, Ay = 3.

Los vectores u; y ug son vectores unitarios de Ker(A — I) y Ker(A — 3I), respectivamente.

1/v2
Ker(A—1I)={(z,9,2) €R* Jy =0, 2 = -2} =< {(1,0,-1)} = u; = 0
_1/\/5
1/V6
Ker(A—3I)={(z,y,2) ER* Ja =2,y = -2z} =< {(1,-2,1)} = wo = | —2/V6
1/v6

10) Sea A € Myx4(R) una matriz simétrica de la que se sabe lo siguiente:
= 4 € Sp(A) y su subespacio propio es V(4) = {(x,y, zt)ERY Jx =y, 2= t}.
= La traza de A es 6 y su determinante es 16.
a) Calcular la multiplicidad geométrica de 4 y determinar el espectro de A.
b) Clasificar las formas cuadréticas wy : R* - R y wy : R* — R definidas por w;(v) = v'Av y
wy(v) = v* A% respectivamente.
c¢) Hallar los valores singulares de A.
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Solucion:

a) La dimensién de V' (4) es igual a 4 menos el nimero de ecuaciones linealmente independientes que lo
definen. Por tanto:
m.g.(4) =dim(V(4)) =4—-2=2.

De aqui se deduce que m.a.(4) > 2 y por tanto Sp(A4) = {4,4,\, u}, con \,u € R (ya que A es
simétrica). Dado que la traza de A es la suma de sus autovalores y el determinante es el producto de
los autovalores, se obtiene:

tr(A) =8+ A+pu=6=A+pu=-2 ; |Al=16Ap=16= Ap=1,
de donde se deduce que A = p= -1y Sp(A) ={4,4,-1,—1}.
b) Clasificamos usando los autovalores:
Sp(A) ={4,4,—1,—1} = w; es indefinida y no degenerada.
Sp(A?) = {16,16,1,1} = wo es definida positiva.
c) Como A'A = A?, Sp(A*A) = Sp(A?) = {16,16,1,1} y los valores singulares de A son

0'120'22\/1 :4,0'320'4:\ﬁ:1.

11) Sean A € Myy3(R) y M = A'A. Sabiendo que

1 1 0 0 —1 —4
Mlo|l={o|, M|1|=(1], M[-1]=]-4],
1 1 1 1 1 4

se pide:

a) Calcular los autovalores de M y sus correspondientes subespacios propios.

b) Hallar las matrices P y D de una diagonalizacién ortogonal de M y determinar M.
¢) Hallar los valores singulares de A.

Solucién:
a) Como M = A'A € M343(R), de las propiedades del enunciado se obtiene que
Sp(M) = {1,4}, con m.a.(1) = 2, m.a.(4) = 1. Los subespacios propios son
V(1) =<{(1,0,1),(0,1,1)} >, V() =<{(-1,-1,1)} >.
b) Como Sp(M) = {1, 1,4}, la matriz D es

100
D=|010
004

Los vectores columna de la matriz ortogonal P = (uq|us|uz) constituyen una base ortonormal de R?
formada por autovectores de M asociados a los autovalores en el mismo orden en el que aparecen en la
matriz D. Para determinarlos, aplicaremos el procedimiento de ortonormalizacién de Gram-Schmidt.
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Comenzamos por V(1). Si denotamos v; = (1,0,1), vo = (0,1,1) entonces los dos primeros vectores
columna w1, us de la matriz P se calculan del siguiente modo:

uy = IIZH = (1/v2,0,1/v2)

iy = vg — (Vhuy)uy = (=1/2,1,1/2) 5 wup = ||Z:2|| = (71/\/(75, 2/V6, 1/\/6> .

El vector ug resulta de normalizar el vector vs = (—1,—1,1) que genera V(4), es decir,

uy = HZEH = (-1/v3,-1/V3,1/v3) .

Finalmente,
1/vV2 -1/vV6 —1/V/3
PZ(U1|U2|U3)= 0 2/\/6 —1/\/§
1/vV2 1/vV6  1/V3

La matriz M se determina usando la diagonalizaciéon ortogonal:

2 1-1
M=PDP' = | 1 2-1
“1-1 2

c¢) Los valores singulares de A son las raices cuadradas de los autovalores de AtA.
En este caso, 01 = V4 =2, 05 = 03 = 1.

12) Se considera la matriz

1-1 2
C=|-1 1-2
2—2 4

a) Probar que C tiene rango 1 y razonar que Sp(C') = {6,0,0}.
b) Encontrar un vector unitario u € R? tal que C' = 6uu’.

Solucion:

a) Es claro que rg(C) = 1 porque todas sus filas son proporcionales. De aqui se deduce que 0 € Sp(C) y
ademds m.g.(0) = dim(Ker(C)) = 3 —rg(C) = 2. Como C es simétrica, m.a.(0) = m.g.(0) = 2.
Denotando por A al autovalor restante, se tiene que tr(C) =14+1+4=0+0+ Xy por tanto A = 6.
Finalmente, Sp(C) = {6,0, 0}.

b) Como C es simétrica, admite una descomposicién espectral C' = 6uy u} + Oug ub 4+ Ous v}, donde
u1, Uz, Uz son vectores unitarios. El vector unitario buscado es u = u; y se obtiene como un autovector
unitario asociado al autovalor 6. Por tanto, debemos calcular una base de

-5-1 2
Ker(C —6I) =Ker [ —1 —5 —2
2-2-2
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13)

Haciendo operaciones elementales por filas, se obtiene el sistema equivalente:

Ker(C —61) = {(x,y,z) cR3/ :: gy} ={(y,—y,2y) /y e R} =< {(1,-1,2)} > .

Finalmente,
(1,-1,2) 1
u=—"-—""+>+-=——(1,-1,2).
||(17_1a2)H \/6
Se considera la matriz
011
A=1101
110

a) Calcular los autovalores de A.

b) Hallar una diagonalizacién ortogonal de A.

¢) Clasificar la forma cuadritica w : R* — R definida por w(z) = 2t Az.
d) Calcular los valores singulares de A.

Solucién:

a)

El polinomio caracteristico de A es

-z 1 1
ga(z)=|A—zll=| 1—z 1|.
1 12

Teniendo en cuenta que todas las columnas suman 2 —z, las propiedades de los determinantes permiten
obtener ficilmente que ga(z) = (2 — z)(—1 — x)? y por tanto Sp(A) = {2, -1, —1}.

Como A es simétrica, es ortogonalmente diagonalizable, es decir, existen dos matrices D, P, con D
diagonal, P ortogonal y A = PDP?. La matriz diagonal es

D =

= O O

[=NaN\
\
(=

Para construir la matriz P = (u1|uz|us), calculamos bases ortonormales de V' (2) y V(—1).
En primer lugar,

V(2) =Ker(A—2I) = {(x,y,z) ER jz=y= z} =<{(1,1,1)} >,

oLy 1 B
demodoqueul—m—ﬁ(l,l,l)—(1/\/5,1/\/371/\/5).

A continuacién calculamos una base ortonormal del subespacio propio V(—1).
V(_l) :Ker(A+I) = {(x,y,z) ERB/I+y+Z = O} = {(I,y,—:z:—y)/z,y € R} =
=< {(1’ 0,-1),(0,1, _1)} >=< {UQ’ U3} >

Aplicamos el procedimiento de Gram-Schmidt para transformar la base {vs, v3} de V(—1) en una base
ortonormal {ug, us}:
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(%] _i _ _ _ .
w = o= s (1,0,-1) (1/\/5,0, 1/\/5),

s = vs — (0] up) un = (0,1,—1) — (1/2,0, ~1/2) = (~1/2,1, 1/2);
"y = 23 = (—1/\/6, 2//6, —1/\/6‘) .
||

La matriz ortogonal es
1/vV3 1/v/2 —1/V6
P = (uj|usluz) = | 1/v/3 0 2//6
1/v3 -1/v2 -1/V6

¢) Como Sp(A) = {2,—1,—1}, la forma cuadritica w es indefinida y no degenerada.

d) Los valores singulares de A son las raices cuadradas positivas de los autovalores de A*A. Como A
es simétrica, Sp(A'A) = Sp(42%) = {4,1,1} y por tanto los valores singulares de A son o1 = 2,
09 = 03 = 1.

14) Se considera la matriz

la a
A= -11-1
10 2

a) Probar que el polinomio caracteristico de A es ga(z) = (1 — 2)? (2 — ).
b) Probar que A es diagonalizable si y sélo si a = 0.
¢) Para a = 0:
(i) Hallar dos matrices P y D tales que A= PDP~!, con D diagonal.
(it) Probar que o =1 es un valor singular de A.

Solucién:
a) Desarrollando el polinomio caracteristico, se tiene:
l—-z a a

qa@)=|A—zI|=| -1 1-2 -1 |=(1-2)?*Q2-2)—a—a(l-—2)+a2—2)=(1—-2)*2-2x).
1 0 2—2x

b) Del apartado anterior se deduce que Sp(A) = {1,2}, con m.a.(1) =2 y m.a.(2) = 1.
Como el autovalor 2 es simple, la matriz A es diagonalizable <= m.g.(1) = m.a.(1) = 2.

Oa a
mg(l)=3—-rgA-I=2<—=r1g(A-I)=1g| -10-1| =1<=a=0.
10 1
10 0
¢)(i) Paraa=0,A=| —-11—-1 | . Como
10 2

V(1) =Ker(A-1I)= {(:L‘,y,z) ER /x+z2= O} ={(z,y,—x) /z,y € R} =< {(1,0,-1),(0,1,0)} >,

V(2) =Ker(A—-2I)= {(a:,y,z) ER/x=0,y+2= 0} ={(0,y,—y)/y € R} =< {(0,1,-1)} >,
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podemos tomar

100 10 0
D=|o0o10|,P=| 01 1
002 ~10-1

(i7) Los valores singulares de A son las raices cuadradas positivas de los autovalores de A*A. Por tanto:

1 es valor singular de A <= 1 € Sp(A'A) <= |A'A — | =0.

Lo comprobamos:

3-1 3 2-1 3
AtA=[ -1 11| = |A"A-I|=|-1 0-1|=0.
3-1 5 3-1 4

15) Sea M € Msy3(R) una matriz no diagonalizable con todos sus autovalores reales.
a) Razonar que Sp(M) = {\, A, u}, con A, u € R.
b) Calcular el determinante de M sabiendo que la traza de M es 4, la traza de M2 es 6 y 1 no
es autovalor de M.

Solucién:
a) Si M tuviese 3 autovalores reales distintos entonces serfa diagonalizable. Por tanto, al menos uno debe

tener multiplicidad algebraica mayor que 1y Sp(M) = {\,\, u}.

b) Como Sp(M) = {\\, u} = Sp(M?) = {N?, A2, 4%} y la traza es la suma de los autovalores, se tiene
que
tr(M) =2\+p=4 ; tr(M?) =2\ +pu? =6.

Despejando p en la primera ecuacién y sustituyéndola en la segunda, tenemos:
2A%7 4 (4 —20)2 =6\ —16A + 16 =6 = 3\ —8A +5=0.
Esta ecuacién tiene dos soluciones: A =1y A =5/3. Como 1 no es autovalor de M, la tnica solucién

posible es A =5/3, u = 2/3.

55 2
Por tanto, Sp(M) = {3,3,3} = M| =






Capitulo 2
Funciones de matrices

1) Se considera la matriz

ne(21)

a) Calcular los autovalores de H y estudiar si es diagonalizable.
b) Calcular una raiz cuadrada de H.
¢) Sean g1 y o2 los valores singulares de H. Probar, sin calcularlos, que o109 = 1.

Solucion:

a) En primer lugar calculamos el polinomio caracteristico de H:

qu(z) = ’21 1’:x2—2x—|—1:(a:—1)2.
-1 -z
Por tanto, Sp(H) = {1}, con m.a.(1) = 2.
Comom.g.(1) =2—rg(H —I)=2—-1=1%#m.a.(1), la matriz H no es diagonalizable.

b) Para calcular una rafz cuadrada de H, definimos la funcién f(z) = v/z, de modo que HY/? = f(H).
El conjunto de valores de f sobre H es

Vin ={f(1),f (1)}

Dado que f'(z) = %, se tiene que f(1) =1, f'(1) =1/2.

Tenemos que determinar un polinomio r(x) = a + bz tal que
r(l)=a+b=f1)=1 , (1)=b=f'(1)=1/2.

La tnica solucién es a = b = 1/2 y por tanto r(z) = (1/2)(1 + «). Finalmente,

H1/2 = f(H)=r(H) = %(I+H) - <_?§§ %3)

¢) Los valores singulares de H son las raices cuadradas positivas de los autovalores A1, Ay de H*H. Como
el determinante es el producto de los autovalores se deduce que

olos =M = |H'H| = |H'||H| = |H? =1 = 0102 = 1.

19
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2) Se considera la matriz

—-1-10
B = 4 30
—1-11

a) Determinar el espectro de B y estudiar si B es diagonalizable.
b) Hallar una raiz cuadrada de B.
¢) Calcular la traza y el determinante de B™ para cualquier nimero entero positivo n.

Solucién:
a) Desarrollamos el polinomio caracteristico de B por la tltima columna:
—1—z -1 0

q(z) = 4 3—-z 0 |=(01-2x)
-1 -1 1—=z

—1-z -1

4 3—=x :(1—13)(x2_2x+1):(1_x)3.

Por tanto, Sp(B) = {1}, con m.a.(1) = 3.
La matriz B no es diagonalizable porque

meg(1)=3—-rg(M —-1)=3-2=1#3=m.a.(1).

b) Definimos la funcién f(z) = \/z = 2'/2, de modo que B'/? = f(B). El conjunto de valores de f sobre

B es
Vf,B = {f(1)7 f/(1)7 f//(l)} :
Dado que f(z) = /2, f/(x) = (1/2)z="/2, f"(z) = (—1/4)x~>/2, se tiene que

-1

N = —~

Tenemos que determinar un polinomio 7(x) = a + bx + cz? tal que
r(l)=a+b+c=f(1)=1

(1) =b+2c= f'(1) :%

(1) =2 = f"(1) = _Tl.

,c= 3 Por tanto:

e~ w

. . . 3
La tnica solucién del sistema es a = 3’ b=

1
r(z) = a+ bz +ca? = §(3+6x—x2).

Finalmente
) 1 0-40
BY? = f(B)=r(B)==(3I+6B-B*)=-[ 16 160
8 —2-38
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¢) Como Sp(B) = {1,1, 1}, se tiene que Sp(B™) = {1™,1™,1"} = {1,1,1} para cualquier nimero entero
positivo n. Por tanto,
tr(B")=1+1+1=3 , |B"=1-1-1=1.

3) a) Sea A € M, »,(R) una matriz de rango 1. Probar que det(cos(A4)) = cos(tr(A)).
b) Hallar la matriz cos(A) para
000
A=1000

T

Solucion:

a) Como rg(A) = 1, 0 es un autovalor de A y m.g.(0) = n —rg(4) = n — 1. Como la suma de los
autovalores es la traza de A, se tiene que Sp(A4) = {0,0,...,0,tr(A)}. Por otra parte,
———

Sp(cos(A)) = {cos(0), cos(0), ..., cos(0),cos(tr(A))} = {1,1,...,1,cos(tr(A))}.

n—1 n—1

Utilizando que el determinante de una matriz es el producto de sus autovalores, se obtiene:

det(cos(4)) =1-1---1-cos(tr(A)) = cos(tr(A)).

b) Definimos la funcién f(z) = cos(x), de modo que cos(A) = f(A).
Como rg(A) = 1y tr(A) = =, se obtiene inmediatamente que Sp(A) = {0,0, 7}. El conjunto de valores
de f sobre A es

Vf,A = {f(O),f/(O), f(ﬂ—)}

Dado que f'(x) = —sen(x), se tiene que f(0) = cos(0) =1, f(0) = —sen(0) =0, f(7) = cos(w) = —1.
Tenemos que determinar un polinomio 7(x) = a + bx + cz? tal que

r(0) =a= f(0)=1 a=1
r(0) =b=f(0)=0 ey )b=0
r(r) = a+br +cn? = f(n) = -1 c=—2

2
Por tanto 7(z) = a + bx 4 cx® = 1 — = y se tiene:
T

5 100 5 (000 1 0 0
cos(A)=f(A)=r(A)=T—-5 A=(010]-=5(000|=| 0 1 0
001 g w2 w2 7 —-2-2-1
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4) Se considera la matriz
100
A=|(110
011

a) Estudiar si A es diagonalizable
b) Calcular la matriz f(A), donde f(z) = In(x).

Solucién:
a) El polinomio caracteristico de A es
11—z O 0
gaz)=| 1 1—-2 0 |=(1-2)?
0 1 1-=2
y por tanto Sp(A) = {1}, con m.a.(1)=3. Como
m.g.(1) =dim(Ker(A—1)) =3 —-rg(A—1)=3-2=1#m.a.(l),

A no es diagonalizable.

b) El conjunto de valores de f sobre A es
Via={f),f W), f"(1)}.
Dado que f'(z) = 1/x, f"(z) = —1/22, se tiene que
f=o0, fH=1 f'1)=-1
Tenemos que determinar un polinomio 7(x) = a + bx + cz? tal que

r(l)=a+b+c=f(1)=0, r(1)=b+2c=f'(1)=1, r"(1)=2c=f"(1)=-1.

La tnica solucién es a = —3/2, b =2, ¢ = —1/2, y por tanto
-3 1
r(xz) = 5 + 2z — 51'2.
Finalmente,
_3 1 0 00
f(A):r(A):71+2Af§A2: 1 00

~1/210
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5) Se considera la matriz

1-1 2
A= -1 1-2
-1 1-2

Calcular el rango y la traza de A y deducir que 0 es el tinico autovalor de A.

Estudiar si A es diagonalizable.

a)
b)
¢) Calcular la matriz e?.
d)

Hallar los valores singulares de A.

Solucién:
a) Es inmediato comprobar que rg(A4) =1 y tr(A) = 0. Por tanto, Sp(A) = {0}, con m.a.(0) = 3.
b) A no es diagonalizable porque m.a.(0) = 3 y m.g.(0) = 3 — rg(A) = 2 # m.a.(0).
¢) Definimos la funcién f(x) = e*, de modo que e = f(A). El conjunto de valores de f sobre A es
Via = {£(0),(0), f(0)}.
Dado que f"(x) = f'(z) = f(x) = €, se tiene que f(0) = f'(0) = f”(0) = 1.
Tenemos que determinar un polinomio 7(x) = a + bx + cz? tal que
r(0)=a= f(0)=1

r(0)=b=f'(0)=1
r(0) = 2¢ = f"(0) = 1.

La tnica solucién del sistema es a = 1, b= 1, ¢ = 1/2 y por tanto

2
r(sc):a+ba:+cx2:1+x+x—.

2
Finalmente
. 2-1 2
er=fA)=r(A)=T4+A+- A= -1 2-2
2 1-1-1

d) Los valores singulares de A son las raices cuadradas positivas de los autovalores de A*A. En este caso,

3-3 6
AtA=1| -3 3-6
6—6 12

Se comprueba de nuevo que rg(A*A) =1y tr(A*A) = 18. Por tanto Sp(A*A4) = {0, 0, 18} y los valores

singulares de A son o1 = V18 = 3v/2, 09 = 03 = 0.
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6) Se considera la matriz

2-21
C=|1-11
I =22

a) Calcular los autovalores de C. (Es C diagonalizable?
b) Calcular la matriz f(C), donde f(z) = sen(wx).
¢) Probar que la traza de C' coincide con la traza de C~1 sin calcular C~1.

Solucion:

a) Desarrollamos el polinomio caracteristico de C' usando que todas las filas suman lo mismo:

2—2z -2 1 |Kp@)|l—-2z -2 1
go(x)=|C—zll=| 1 —-1-2 1 = |l-z-1—-2 1 |=
1 -2 2—z|Kis()|l—2 -2 2-x
1 -2 1 | EFa(-) 1 -2 1
=(1-2)|1-1-2 1 = Q-2)|01l—2 0 |=(1-2)>%
1 -2 2—x F31(—1) 0 0 1—=x

Por tanto, Sp(C) = {1}, con m.a.(1) = 3.
Calculamos la multiplicidad geométrica de 1. Como

1-21
c-I=[1-21],
1-21

se tiene que m.g.(1) = dim(Ker(C —I)) =3 —rg(C —-1)=3—-1=2.
Por tanto, m.g.(1) = 2 # m.a.(1) = 3, de donde se deduce que la matriz C no es diagonalizable.

b) El conjunto de valores de f sobre C' es

Vi ={f(), (1), f" (1)}
Dado que f(z) = sen(nz), f'(z) = 7 cos(rx), f”(x) = —n%sen(nx), obtenemos

f)y=o0, f@)y=-=, f'(1)=0.

Tenemos que determinar un polinomio 7(x) = a + bx + cx? tal que

Como r(l)=a+b+c, (1) =b+2cy r”(1) = 2¢, se obtiene el sistema:

a+b+c=0
b+2c=—m
2c=0.



25

La tnica solucién es a = 7, b = —m, ¢ = 0, y por tanto 7(z) = m(1 — z). Finalmente,
—m 2T -7
fC)y=r(C)=n(I-C)=| —7w 21 -7
—7 2T —T

¢) Como los autovalores de C ! son los inversos de los autovalores de C'y Sp(C) = {1, 1,1}, se tiene que
Sp(C~1) = {1,1,1} y por tanto

tr(C™H) =14+1+1=3=tr(C).

7) Se considera la matriz

a) Estudiar si M es diagonalizable.
b) Calcular la matriz exponencial e™.
¢) Calcular los valores singulares de M.

Solucion:

a) En primer lugar calculamos el polinomio caracteristico de M:

2—x 1

qM(@:’ 4 2=

=X .

Por tanto, Sp(M) = {0}, con m.a.(0) = 2.
Como m.g.(0) =2 —rg(M) =2 —1=1%# m.a.(0), la matriz M no es diagonalizable.

b) Para calcular la matriz exponencial de M, definimos la funcién f(x) = e, de modo que eM = f(M).
El conjunto de valores de f sobre M es

Vi = {f(0), f'(0)}.

Dado que f'(z) = f(x) = €%, se tiene que f(0) = f'(0) = 1.
Tenemos que determinar un polinomio r(z) = a + bz tal que

r0)=a=f0)=0 , 0)=b=f(0)=L

Asi, a = b =1y por tanto r(z) = 1 4+ z. Finalmente,

M — F(M) = (M) =T+ M= (_f _1)

¢) Los valores singulares de M son las raices cuadradas positivas de los autovalores de M*M. En este
caso:
20 10
t —
M"'M = (10 5 ) .

Su polinomio caracteristico es



26 Capitulo 2. Funciones de matrices

20—2 10

t — =
|M'M — x| ’ 0 5.

’:.7:2—253,’:3:(3:—25).

Por tanto, Sp(M*M) = {25,0} y los valores singulares de M son 0, = /25 = 5, g5 = 0.

8) Se considera la matriz

0-11
C=1[1 00
1-11

a) Calcular el espectro de C' y estudiar si C' es diagonalizable.
b) Calcular la matriz C2019.

Solucion:

a) Desarrollando el polinomio caracteristico de C, se tiene:
go(@) = 2*(1 = z) = Sp(C) = {0,0,1}.
Como m.g.(0) =3 —rg(C) =3 —-2=1# 2 =m.a.(0), la matriz C no es diagonalizable.

b) Para calcular C?19 definimos la funcién f(x) = 2%°19 de modo que C?°*® = f(C). El conjunto de
valores de f sobre C es

Vo = {£(0),£(0), f(1)}.
Dado que f(z) = 22919 y f/(z) = 2019 229'% se tiene que f(0) = f/(0) =0y f(1) = 1.

Tenemos que determinar un polinomio 7(z) = a + bx + cx? tal que
r(0)=a=f(0)=0, (0)=b=f(0)=0, r(l)=a+b+c=f(1)=1.

La tinica solucién es, a = b =0, ¢ = 1 y por tanto r(z) = z2. Finalmente,

0-11
C*Y =fC)=C*=10-11
0-22

9) Se considera la matriz
-321
A= —-431
—532

) Calcular los autovalores de A.

) Estudiar si A es diagonalizable.

) Calcular, si es posible, un vector unitario v tal que Av = v.
)

a
b
c

d) Determinar un polinomio r(z) de grado 2 tal que r(A) = A'/? y calcular A/
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Solucion:

a) El polinomio caracteristico de A es
-3 -z 2 1 Klz(l) —T 2 1
galz)=1A—zl|l=| -4 3—z 1 = |—z3—-z 1 |=
-5 3 2—x|Kis()|—x 3 2—=x

1 2 1 | Ksi(-1) 1 2 0

(o) |13—2 1 = (@)|13-z 0 |=(0)0-2)|; 4 |=(D0-2
1 3 2-2 1 3 1-z v
Por tanto Sp(A) = {1,1,0}.
b) Como
—-421
m.g.(1) =dim(Ker(A—1))=3—-rg(A—-I)=3—-rg| 421 | =3-2=1#m.a.(l),
—-531

la matriz A no es diagonalizable.

¢) Se cumple que Av = v si v es un autovector asociado al autovalor 1. Calculamos V' (1):

421\ Fa(-1) 421\ Fis(-2) 201
V(1) =Ker(A—I)=Ker | —421 = Ker 000 = Ker 000 | =
531/ Ea(-1) 110 110

= {(x,y,z) €R3/x:y,z:2x} =<{(1,1,2)} >.

1,1,2
Por tanto, podemos tomar v = 51’1’2;” = (1/\/6, 1//6, 2/\/(3) .

d) Definimos la funcién f(z) = vz = 2/2, de modo que f(A) = AY/2,
El conjunto de valores de f sobre A es Vi 4 = {f(1), f'(1), f(0)}.

Debemos encontrar un polinomio 7(x) = a + bz + cx? tal que Vi a = V. 4. Teniendo en cuenta que
() =b+2cx y f'(x) =1/(2y/x), obtenemos el sistema:

r(l)=a+b+c=f1)=1 a=0
1 b 3
r’(l):b+20:f’(1):§ = 5
-1
r(0)=a= f(0)=0 c= -
3 L 5 1/2 1 2
Por tanto, r(ac):§m—§a: = A :f(A):r(A):§(3A—A ).
Finalmente,
431 1 1 -532
A2= | -541] ; AV2:§@A—u¥):7 —752

752 2\ _844
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10) Se considera la matriz
2 4 4
A=|-2-5-6
1 3 4

a) Calcular el determinante de A y probar que 0 es autovalor de A.

b) Probar que (0,1, —1) es autovector de A y calcular el autovalor correspondiente.
¢) Utilizar los apartados anteriores para deducir que Sp(A) = {0,0,1}.

d) Calcular la matriz exponencial e“.

Solucion:

a) El determinante de A es

K31

Al = -

= N N
W Ot >
= O

Ko1(—2)
,2)

Como el determinante de A es el producto de sus autovalores, necesariamente 0 € Sp(A).

b) Como
0 2 4 4 0 0
Al 1] =[-2-5-6 1= 1],
-1 1 3 4 -1 -1

se deduce que (0,1, —1) es autovector de A asociado al autovalor 1.

¢) Como 0y 1 son autovalores de A y su traza es 1, el otro autovalor debe ser 0 también, de modo que
Sp(4) = {0,0,1}.

d) Para calcular e, definimos la funcién f(x) = €*, de modo que e? = f(A).
El conjunto de valores de f sobre A es Vy 4 = {f(0), f'(0), f(1)}.
Dado que f(z) = f'(z) = €7, se tiene que f(0) = f/(0) =1y f(1) =e.

Tenemos que determinar un polinomio 7(x) = a + bx + cz? tal que
r(0)=a=f0)=1, 70)=b=f(0)=1, r(l)=a+b+c=f(1)=ce.

La tinica solucién es, a =b=1, ¢ = e — 2 y por tanto r(z) = 1+ x + (e — 2)z2.
Finalmente,
3 4 4
er=fA)=T+A+(e—-2A2=| -2 —e—2 —2¢—2
1 e+1 2e+1



