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0 Método de elementos finitos en un modelo simple
@ Analisis lineal con elementos finitos
@ Analisis no lineal con elementos finitos
@ Andlisis dindmico con elementos finitos

e Método de elementos finitos en multifisica
@ Un problema multifisico en MEMS
@ Modelado con elementos finitos
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Analisis lineal con elementos finitos
Anédlisis no lineal con elementos finitos
Analisis dindamico con elementos finitos

Método de elementos finitos en un modelo simple

Plan

0 Método de elementos finitos en un modelo simple
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Andlisis lineal con elementos finitos
Anédlisis no lineal con elementos finitos
Analisis dindamico con elementos finitos

Método de elementos finitos en un modelo simple

Plan

0 Método de elementos finitos en un modelo simple
@ Analisis lineal con elementos finitos
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. - . Andlisis lineal con elementos finitos
Método de elementos finitos en un modelo simple P )
Anédlisis no lineal con elementos finitos

Analisis dindamico con elementos finitos

Un problema elemental

Andlisis térmico estacionario

@ Balance de energia:
divg =0 en Q
@ Ley constitutiva:
Gg=—kvVT

@ Condiciones de contorno:

(4] (_j~ﬁ:h(T—Tamb) en
e T=T,enTly

@ g-n=0enTl;

@ G-n=gpenTly
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Andlisis lineal con elementos finitos
Anédlisis no lineal con elementos finitos
Analisis dindamico con elementos finitos

Método de elementos finitos en un modelo simple

Un problema elemental (cont.)

Formulacién variacional

V: espacio de funciones admisibles (T = T, en ')

/ kVTVVvdQ = — [ h(T — Tamp)vdS + [ qnvdS
Q [y

I
VveW(v=0enTy)

V.

Forma abstracta

Encontrar T en V tal que

a(T,v)=1I(v) vveW

M. Meis y F. Varas Sesion 2. Multifisica en Elmer (1)



Andlisis lineal con elementos finitos
Anédlisis no lineal con elementos finitos
Analisis dindamico con elementos finitos

Método de elementos finitos en un modelo simple

Analisis estatico lineal

Hipotesis de analisis lineal

coeficientes independientes de temperatura:
@ conductividad térmica (k)
@ coeficiente de pelicula (h)
@ flujo de calor en frontera (gn)

Sobre forma abstracta

@ a(T,v)= [, k?T?deJrfr hTvdS linealen T
© a(T,v)yl(v)= [, hTampvdS + [, govdS lineales en v
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Andlisis lineal con elementos finitos
Anédlisis no lineal con elementos finitos
Analisis dindamico con elementos finitos

Andlisis estatico lineal (cont.)

Método de elementos finitos en un modelo simple

Formulacién abstracta (problema continuo)
Encontrar T € V tal que: a(T,v) = I(v) Vve VW

Aproximacioén de campos (discretizacion)
Tp~ T tal que Th(X) = 314 Tjeoj(X)

N

Formulacién abstracta (problema discreto)
Encontrar {T;}V, tal que

N
Y Talpjei) =) Vie{1,2,...N}
j=1 —_—— =

En elementos finitos (lagrangianos) T; corresponde a
(aproximacién de) temperatura en nodo X;
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Andlisis lineal con elementos finitos
Anédlisis no lineal con elementos finitos
Andlisis dindmico con elementos finitos

Analisis estatico con elementos finitos

Resolucién mediante elementos finitos

1 Generacién de mallado de pieza

2 Hipétesis campos de temperatura (V, C V)

3 Ensamblado de matriz de rigidez y vector de carga
4 Resolucién de sistema de ecuaciones lineales

5 Reconstruccion del campo de temperatura

Método de elementos finitos en un modelo simple
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Andlisis lineal con elementos finitos
Anédlisis no lineal con elementos finitos
Analisis dindamico con elementos finitos

Método de elementos finitos en un modelo simple

Analisis estatico con MEF

@ A partir de geometria CAD
@ Mediante herramienta de preproceso
@ Numerosas familias de elementos (poliedros)

A

2. Hipotesis sobre campos de temperatura (Vy, C V)
@ En MEF campos polinémicos (a trozos)
@ Numerosas familias de elementos (grados de polinomios)

M. Meis y F. Varas



Andlisis lineal con elementos finitos
Anédlisis no lineal con elementos finitos
Analisis dindamico con elementos finitos

Método de elementos finitos en un modelo simple

Analisis estatico con MEF

Problema discreto: encontrar T tal que KT = b con:

Kj = / kViVpidQ + / hyjpidS
Q r

bi= [ hTameidS + / GnpidS
Iy 4

3. Ensamblado de matriz de rigidez y vector de carga

Sobre mallado de Q2 (descomposicién en poliedros €;):
@ se recorren poliedros para calcular contribuciones a K

@ se recorren caras/aristas sobre 'y y ['4 para calcular
contribucionesa Ky b
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Andlisis lineal con elementos finitos
Anédlisis no lineal con elementos finitos
Analisis dindamico con elementos finitos

Método de elementos finitos en un modelo simple

Analisis estatico con MEF

4. Resolucion del sistema de ecuaciones

@ en practica: matriz K grande y hueca
@ sistemas no muy grandes: métodos directos
(factorizaciones LU, Cholesky)

@ sistemas muy grandes: métodos iterativos

(tipo Krylov o multimalla)

Tratamiento de restricciones (temperatura impuesta):
@ penalizacion o stiff spring (HTC muy elevado)
@ eliminacion
@ multiplicadores de Lagrange (flujos de calor)
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Andlisis lineal con elementos finitos
Anédlisis no lineal con elementos finitos
Analisis dindamico con elementos finitos

Método de elementos finitos en un modelo simple

Analisis estatico con MEF

A partir de {T;}, (vector solucion) se reconstruye:
e campo de temperatura Th: Tp(X) = SN 1 Tigj(X)
@ variables derivadas

Mediante herramienta de postproceso
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Analisis lineal con elementos finitos
Andlisis no lineal con elementos finitos
Analisis dindamico con elementos finitos

Método de elementos finitos en un modelo simple

Plan

0 Método de elementos finitos en un modelo simple

@ Andlisis no lineal con elementos finitos
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Analisis lineal con elementos finitos
Andlisis no lineal con elementos finitos
Andlisis dindmico con elementos finitos

Método de elementos finitos en un modelo simple

Formulacion de problema estacionario no lineal

Modelo con coductividad térmica variable

Balance de energia:
—div(k(T)VT)=0 enQ

Condiciones de contorno:
@ —Kk(T)VT-h=h(T — Tam)enTy
@ T=Tcenl,
@ —k(T)VT-fi=0enTg
@ —k(T)VT-A=qgpenT,
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Analisis lineal con elementos finitos
Andlisis no lineal con elementos finitos
Andlisis dindmico con elementos finitos

Método de elementos finitos en un modelo simple

Formulacion de problema estacionario no lineal (cont.)

Formulacién variacional

V: espacio de funciones admisibles (T = T en I'»)

/ kK(T)VTVvdQ = —/ h(T — Tamp)vdS+ [ gnvdS
Q I T4

Vve W(lv=0enrl,)

Forma abstracta

Encontrar T en V tal que

a(T,v)=1I(v) vveW

donde a(T,v)esnolinealen T
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Analisis lineal con elementos finitos
Andlisis no lineal con elementos finitos
Analisis dindamico con elementos finitos

Método de elementos finitos en un modelo simple

Analisis estacionario MEF no lineal

Aproximacién de campos (discretizacion)
Th =~ T tal que Th(X) = 31 Tjoj(X)

Formulacién (discreta) del problema no lineal

Encontrar {T;}! , tal que:

N
ad Tipje) =) Vie{l,2,...N}
j=1

Resolucién del problema no lineal

Formulacién vectorial como: F(T) = b
Necesariamente pasa por un esquema iterativo
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Analisis lineal con elementos finitos
Andlisis no lineal con elementos finitos
Analisis dindamico con elementos finitos

Método de elementos finitos en un modelo simple

Analisis estacionario MEF no lineal

No linealidad originada por k(T)

Alternativa 1. Esquema de punto fijo

Idea: se evalla k(T) para aproximaciéon de T en paso anterior

@ Se construye una aproximacion inicial de T: T
@ Paran=0,1,2, 3... se hace:

e seevalia k(Tp,)

e se ensambla la matriz de rigidez K,

@ se ensambla el vector b

e seresuelve K T, 1 =b

Se podria ensamblar b solamente una vez
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Analisis lineal con elementos finitos
Andlisis no lineal con elementos finitos
Andlisis dindmico con elementos finitos

Analisis estacionario MEF no lineal

Método de elementos finitos en un modelo simple

Problema no lineal genérico: F(T) =b

Alternativa 2. Método de Newton

Idea: se construye un problema linealizado con informacién del
paso anterior

@ Se construye una aproximacion inicial de T: T

@ Paran=0,1,2,3... se hace:

se calcula linealizacién: F(T,) + DF(T,)(Th41 — Tn) = b
se ensambla la matriz de rigidez (tangente) DF(T,)

se ensambla el vector de carga (residuo) b — F(T,)
se resuelve DF(T,) (T — Tp) = b— F(T,)

F(Tn1) =~ F(Tn) + DF(Ta)(Thi1 — Th)
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Analisis lineal con elementos finitos
Andlisis no lineal con elementos finitos
Analisis dindamico con elementos finitos

Método de elementos finitos en un modelo simple

Analisis estacionario MEF no lineal

método de Newton:
@ converge rapidamente (converg. cuadratica)
@ necesita estar cerca de solucion

Una estrategia eficiente

@ se comienza con método de punto fijo (mas robusto)

@ cerca de la solucién se pasa a Newton (mas rapido)
@ en caso de problemas dificiles se usa relajacion:

@ se calcula iteracion Ty,

@ se toma para siguiente paso:

Ty = (1 —w) Tk + wTiy4
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Analisis lineal con elementos finitos
Andlisis no lineal con elementos finitos
Andlisis dindmico con elementos finitos

Analisis estacionario MEF no lineal

Método de elementos finitos en un modelo simple

Otras alternativas (sobre método de Newton)

Mejora (local) de robustez de Newton

@ Se combina direccion con maximo descenso (de residuo)
@ Se ajusta paso (line search) con optimiz. unidimensional

DF(Tn)dn = b — F(Ty)

Tn+1 = Tn + 7'ndn

Mejora (global) de robustez de Newton
@ carga incremental
@ métodos de continuacién (longitud de arco)
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Analisis lineal con elementos finitos
Anédlisis no lineal con elementos finitos
Andlisis dinamico con elementos finitos

Método de elementos finitos en un modelo simple

Plan

0 Método de elementos finitos en un modelo simple

@ Andlisis dinamico con elementos finitos
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Analisis lineal con elementos finitos
Anédlisis no lineal con elementos finitos
Andlisis dinamico con elementos finitos

Método de elementos finitos en un modelo simple

Analisis dinamico con modelos de elementos finitos

Descripcion de un problema dinamico

Balance de energia:
T .. =
pcpaat —div(kVT) =0 en

Condiciones de contorno:
@ —kVT-fi=h(T— Tym)enTy
@ T=Tcenl;
@ —kVT-i=0enT;
@ —kVT-fA=gqgm(t)enT,
Condicién inicial:

T(-,to) = To() en Q)
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Analisis lineal con elementos finitos
Anédlisis no lineal con elementos finitos
Andlisis dinamico con elementos finitos

Método de elementos finitos en un modelo simple

Formulacion del problema dinamico

Formulacién variacional

V: espacio de funciones admisibles (T = T en I'»)

dS

<

T L
/ ,ocpaa—t vaQ+ / KVTVVAQ = — | h(T—Tamp)vdS+ [ gn(t)
Q Q 4

Iy

Vve Wliv=0enTl,)

Forma abstracta

Encontrar T : (fy, t;) — V tal que:

b(aT

E,V)—i—a(T, v) =1(v) VveVWyyVte (b t)

T(- t0) = To(-)
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Analisis lineal con elementos finitos
Anédlisis no lineal con elementos finitos
Andlisis dinamico con elementos finitos

Método de elementos finitos en un modelo simple

Formulacion del problema dinamico (cont.)

Aproximacion de campos (discretizacion)
Th(X, 1) ~ T(X, 1) tal que Th(X, 1) = 1 Ti(t)g;(X)

Formulacién abstracta (problema discreto)
Encontrar {T;(t)}V, tal que

zN: dTj(t) b(e; (p.)Jer: Ti(t) a(pj, i) = l(pi)
oo —— 5 — =

Vi€{1,2,...N}th€(to,tf)

Ti(t)=To; Vie{1,2,...N}
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Analisis lineal con elementos finitos
Anédlisis no lineal con elementos finitos
Andlisis dinamico con elementos finitos

Método de elementos finitos en un modelo simple

Analisis dinamico con MEF

Problema en forma matricial

"
M(ZI'—I_KT:b(t) vVt e (to,tf)

T(l) =To

Integracién con Euler implicito

@ Se toma condicién inicial T,
@ Parai=0,1,2,3...
@ se calculan/actualizan las matrices M1 y K1

e se ensambla el vector b(t11)
@ se resuelve el sistema de ecuaciones

Tip1 —T;
At

M + Kit1 Tit1 = b(lit1)
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Analisis lineal con elementos finitos
Anédlisis no lineal con elementos finitos
Andlisis dinamico con elementos finitos

Método de elementos finitos en un modelo simple

Analisis con MEF

Recapitulacion

@ En un problema estacionario lineal:
@ se ensambla una matriz y se resuelve un sistema
© En un problema estacionario no lineal:

e se itera para resolver la no linealidad
e en cada iteracion: se ensambla/actualiza una matriz y se
resuelve un sistema

© En un problema evolutivo (lineal)

@ se itera para avanzar en tiempo
e en cada paso: se ensambla/actualiza una matriz y se
resuelve un sistema
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Un problema multifisico en MEMS
Método de elementos finitos en multifisica Modelado con elementos finitos

e Método de elementos finitos en multifisica
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Un problema multifisico en MEMS
Método de elementos finitos en multifisica Modelado con elementos finitos

e Método de elementos finitos en multifisica
@ Un problema multifisico en MEMS
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Un problema multifisico en MEMS
Método de elementos finitos en multifisica Modelado con elementos finitos

Actuador microelectromecanico

-thermal actuator (MEMS)
Sin tension eléctrica

ultifisica en Elmer (1)



Un problema multifisico en MEMS
Método de elementos finitos en multifisica Modelado con elementos finitos

Actuador microelectromecanico (Il)

Guckel electro-thermal actuator (MEMS)

@ problema eléctrico

@ problema térmico
(disipacion Joule)

@ problema mecanico
(tensiones térmicas)
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Un problema multifisico en MEMS
Método de elementos finitos en multifisica Modelado con elementos finitos

e Método de elementos finitos en multifisica

@ Modelado con elementos finitos

M. Meis y F. Varas 2. Multifisica en Elmer (I)



Un problema multifisico en MEMS
Modelado con elementos finitos

Actuador microelectromecanico (lll)

Método de elementos finitos en multifisica

Problema eléctrico

div(keVV) =0

. V=0 en borna -
\ e V=V en borna +
keVV-i=0  enresto

borna -

Modelo de elementos finitos

Ke Vh = be

M. Meis y F. Varas
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Método de elementos finitos en multifisica

Un problema multifisico en MEMS
Modelado con elementos finitos

Actuador microelectromecanico (1V)

Problema térmico

borna +
o
L W YV
=13 um
L W

e

—div(keVT) = qy

con gy = kel [V V|2

T=Tp bornas
—k 3L = h(T — Taire) resto

v

Modelo de elementos finitos

KiTh = bt(Vh)

A

M. Meis y F. Varas
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Un problema multifisico en MEMS
Método de elementos finitos en multifisica Modelado con elementos finitos

Actuador microelectromecanico (V)

Problema mecanico
borna + —dIVO' = f

\ \ e =0 bornas

— =0
ocn=0 resto

borna -

v

Modelo de elementos finitos

KmUn = bm(Th)

A
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Un problema multifisico en MEMS
Método de elementos finitos en multifisica Modelado con elementos finitos

Actuador microelectromecanico (VI)

Modelo de elementos finitos completo

modelo eléctrico KoV = be
modelo térmico Ki Ty = bt(Vh)
moddelo mecénico  Knup = bm(Th)

Estrategia de resolucion

Resolucién (segregada) secuencial
@ se calcula potencial V}, en modelo eléctrico
@ se calcula temperatura T, en modelo térmico

@ se calcula desplazamiento u, en modelo mecanico
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Un problema multifisico en MEMS
Método de elementos finitos en multifisica Modelado con elementos finitos

Actuador microelectromecanico (VII)

Modelo mas realista
conductividad eléctrica dependiente de temperatura

Modelo de elementos finitos completo

modelo eléctrico  Ko(Th) Vi = be
modelo térmico KiTh = bi( V)
modelo mecanico  Knup = bm(Th)
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Un problema multifisico en MEMS
Método de elementos finitos en multifisica Modelado con elementos finitos

Actuador microelectromecanico (VIII)

Problema termo-eléctrico

modelo eléctrico  Ke(Th) Vi = be
modelo térmico  K; T, = b(Vp)

Resolucién segregada

Estimaciones iniciales: V2 y TP

Resolver hasta convergencia:
1 Calcular V' en modelo eléctrico: Ke(T)V/ ™ = be
2 Calcular T/ en modelo térmico: K; T/ = by(V]T7)
3 En caso preciso volver a [1]

M. Meis y F. Varas Sesion 2. Multifisica en Elmer (1)



Un problema multifisico en MEMS
Método de elementos finitos en multifisica Modelado con elementos finitos

Actuador microelectromecanico (1X)

Resolucién global

Estimaciones iniciales: V?y TP
Resolver hasta convergencia:

1 Calcular V*'y T/ en modelo termo-eléctrico (Newton)

Ke(Ty)  Dr,Ke(Ty)Vy Vit — v
—Dy, br(V]) Kr T T8

_ [ —Ke(TR)Vy + be
-\ K7 Ty +br(V))

2 En caso preciso volver a [1]
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Un problema multifisico en MEMS
Método de elementos finitos en multifisica Modelado con elementos finitos

Observaciones

Ventajas de resolucion global
@ mayor velocidad de convergencia (espec. Newton)

Ventajas de resolucién segregada

@ menor requerimientos de memoria
@ mayor flexibilidad (programacion/reutilizacién)
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