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Notacién.

@ Con C denotaremos una categoria monoidal estricta con producto tensor ® y objeto
base K. También asumiremos que todo morfismo idempotente g : Y — Y rompe,
i.e., existen un objeto Z (llamado imagen de q) y morfismosi: Z - Yyp:Y = Z
talesque g=iopy poi=idz.
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Notacién.

@ Con C denotaremos una categoria monoidal estricta con producto tensor ® y objeto
base K. También asumiremos que todo morfismo idempotente g : Y — Y rompe,
i.e., existen un objeto Z (llamado imagen de q) y morfismosi: Z - Yyp:Y = Z
talesque g=iopy poi=idz.

o (A,na, 1ta) es un monoide con producto p4 y unidad 4.
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Notacién.

@ Con C denotaremos una categoria monoidal estricta con producto tensor ® y objeto
base K. También asumiremos que todo morfismo idempotente g : Y — Y rompe,
i.e., existen un objeto Z (llamado imagen de q) y morfismosi: Z - Yyp:Y = Z
talesque g=iopy poi=idz.

o (A,na, 1ta) es un monoide con producto p4 y unidad 4.

o Para simplificar la notacién, dados tres objetos V, U, B en C y un morfismo
f:V — U, escribiremos

B®f paraidg @ fyf® B para f ® idg.
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Productos cruzados débiles

J.M. Fernandez Vilaboa, R. Gonzalez Rodriguez, R., A.B. Rodriguez Raposo, Preunits
and weak crossed products, J. Pure Appl. Algebra (2009). J
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Productos cruzados débiles

J.M. Fernandez Vilaboa, R. Gonzalez Rodriguez, R., A.B. Rodriguez Raposo, Preunits
and weak crossed products, J. Pure Appl. Algebra (2009). J

Sea A un monoide y sea V un objeto en C. Supongamos que existe un morfismo
PP VRASAQV
tal que se cumple la siguiente igualdad

(1) (1a®V)o(A®vE)o (Wl ® A) = ¥f o (V & ua).
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Productos cruzados débiles

El morfismo
Vagy = (pa®@ V) o (AR YY) o (AQV®14): AQV = AR V

es idempotente.
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Productos cruzados débiles

El morfismo
Vagy = (pa®@ V) o (AR YY) o (AQV®14): AQV = AR V

es idempotente.

Para el morfismo V gy denotaremos por A X V su imagen. Entonces
PA®V ©iagv = idaxv, iagv © Pagv = Vagy

donde
iA®V:A><V—>A®V, pA®\/2A®V—>AXV

son los morfismos asociados a la factorizacién de Vg .
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Productos cruzados débiles

El morfismo
Vagy = (pa®@ V) o (AR YY) o (AQV®14): AQV = AR V

es idempotente.

Para el morfismo V gy denotaremos por A X V su imagen. Entonces
PA®V ©iagv = idaxv, iagv © Pagv = Vagy

donde
iA®V:A><V—>A®V, pA®\/2A®V—>AXV

son los morfismos asociados a la factorizacién de Vg .

A partir de este momento consideramos cuadruplas Ay = (A, V, wé,aé) donde A es
un monoide, V un objeto, 7,[:@ :VR®A— A® V satisface (1), y

VRV ARV

es un morfismo en C.
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Productos cruzados débiles

Para la cuadrupla (A, V, wé,ac) definimos los productos

pagy = (1A ®@ V) o (ua® ) o (ARYP @ V) : AQVRARV - AR V

NA><V:PA®VOI-LA®VO(iA®V®iA®V):AX VRAXV = Ax V.
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Productos cruzados débiles

Para la cuadrupla (A, V, wé,ac) definimos los productos

pagy = (1A ®@ V) o (ua® ) o (ARYP @ V) : AQVRARV - AR V

NA><V:PA®VOI-LA®VO(iA®V®iA®V):AX VRAXV = Ax V.

La primera cuestién es la siguiente:
¢ Qué condiciones necesitamos para garantizar que pagy Y [Ax Vv SOn asociativos?
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Productos cruzados débiles

Condicién Twisted

Diremos que (A, V 1/)\/, Uv) satisface la condicién twisted si se cumple que

(Ba® V)o (AR ¥P) o (o) ® A) = (1a® V) o (AR af) o (¥ ® V) o (V ®y)
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Productos cruzados débiles

Condicién Twisted

Diremos que (A, V 1/)\/, Uv) satisface la condicién twisted si se cumple que

(a® V) o (A® YY) o (o) ®A) = (ua® V) o (A ap)o (¥ ® V) o (VRyy)

Condicién de cociclo

Diremos que (A, V,@Z)'C, ae) satisface la condicién de cociclo si se cumple que

(Ha® V)o(A® o) o(ah ® V)= (1a® V) o (AQap) o (¥ ® V) o (V® o).
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Productos cruzados débiles

Teorema

Sea (A, V,;b’\A,, a@) una cuadrupla satisfaciendo las condiciones twisted y de cociclo. El
producto pagy es asociativo y normalizado respecto de Vag v .
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Productos cruzados débiles

Teorema

Sea (A, V,;b’\A,, aé) una cuadrupla satisfaciendo las condiciones twisted y de cociclo. El
producto pagy es asociativo y normalizado respecto de Vag v .

Normalizacién respecto de V

VagV 0 lagy = pagv = HagVv © (Vagy ® Vagy)-
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Productos cruzados débiles

Teorema

Sea (A, V,w'c, ae) una cuadrupla satisfaciendo las condiciones twisted y de cociclo. El
producto pagy es asociativo y normalizado respecto de Vag v .

Normalizacién respecto de V

VagV 0 lagy = pagv = HagVv © (Vagy ® Vagy)-

Corolario

Sea (A, V,wé, a@) una cuadrupla satisfaciendo las condiciones twisted y de cociclo. El
producto paxy es asociativo.
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Productos cruzados débiles

Teorema

Sea (A, V,w'c, ae) una cuadrupla satisfaciendo las condiciones twisted y de cociclo. El
producto pagy es asociativo y normalizado respecto de Vag v .

Normalizacién respecto de V

VagV 0 lagy = pagv = HagVv © (Vagy ® Vagy)-

Corolario

Sea (A, V,wé, a@) una cuadrupla satisfaciendo las condiciones twisted y de cociclo. El
producto paxy es asociativo.

Si se cumplen las condiciones twisted y de cociclo, es posible asumir, sin pérdida de

generalidad, que
A A
VA®V ooy =0y.
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Productos cruzados débiles

Definicién

Si la cuadrupla (A, V, we,aﬂ) satisface las condiciones twisted y de cociclo, diremos
que el par (A® V, pagyv) es un producto cruzado débil.
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Productos cruzados débiles

Definicién

Si la cuadrupla (A, V, we,aﬂ) satisface las condiciones twisted y de cociclo, diremos
que el par (A® V, pagyv) es un producto cruzado débil.

La segunda cuestién es la siguiente:
i Qué condiciones necesitamos para garantizar que paxy admite una unidad?
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Productos cruzados débiles

Definicién

Si la cuadrupla (A, V, we,aﬂ) satisface las condiciones twisted y de cociclo, diremos
que el par (A® V, pagyv) es un producto cruzado débil.

La segunda cuestion es la siguiente:
i Qué condiciones necesitamos para garantizar que paxy admite una unidad?

Definicién

Si magy es un producto asociativo definido en A ® V/, una preunidad para magy es
un morfismo
v:K—-AQV

tal que

mA®\/O(A(X)V(X)l/):mA®\/O(l/(®A(X)V)7 Z/:mA®VO(Z/®l/).
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Productos cruzados débiles

Asociado a toda preunidad tenemos un morfismo idempotente
VZ@V =mpgvo (AR VRV):AQV - AR V.

H v v v 1A [V H
.Tomer:nos la imagen A x¥ V de VA®V, Pagv la proyeccién, e AoV la correspondiente
inyeccién.
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Productos cruzados débiles

Asociado a toda preunidad tenemos un morfismo idempotente
VZ@V =mpgvo (AR VRV):AQV - AR V.

H v 174 v 1A [V H
.Tomer:nos la imagen A x¥ V de VA®V, Pagv la proyeccién, e AoV la correspondiente
inyeccién.

Entonces A X" V es un monoide con producto

Max vV = Pagy © Magy © (iAgy @ iaxgy)

y unidad paxvy = pZ®v ov.
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Productos cruzados débiles

Si ademas, magy es un morfismo de A-médulos por la izquierda para las acciones
Pagv = HA® VY,  pazveAgv = Pagv QAR YV,
y normalizado respecto a V;"®V, el morfismo

Bo=(pa®@V)o(AQv):A— ARV,

es multiplicativo y de A-médulos por la izquierda para a4 = pa.
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Productos cruzados débiles

Si ademas, magy es un morfismo de A-médulos por la izquierda para las acciones
Pagv = HA® VY,  pazveAgv = Pagv QAR YV,
y normalizado respecto a V;"®V, el morfismo
Bv=pa®V)o(AQV): A= AQV,

es multiplicativo y de A-médulos por la izquierda para a4 = pa.

A pesar de que 3, no es un morfismo de monoides, ya que A® V no es un monoide,
tenemos que (3, o na = v. Por lo tanto,

ﬁu:PZ®v°6u:A—>AXVV

es un morfismo de monoides.
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Productos cruzados débiles

Teorema
Sea A un monoide y mpgy : AQ VR®AR®V — A® V un morfismo de A-médulos

por la izquierda para las acciones pag Vv Y pagveagy- Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

(i) El producto mpgy es asociativo con preunidad v y normalizado respecto a VZ@)V'

(ii) Existen morfismos ¢4 : VRA = ARV, ol : VOV 32 A@Vyr:K— A®V
tales que el par (A® V, pagv) es un producto cruzado débil con magy = pagyv
y satisfaciendo:

(La® V)o (A®op)o (P ® V) o (V®v) = Vagyo(na® V),
(La® V)o(A®op)o(¥® V) =Vagyo(na® V),
(1a® V) o (AR YY) o (v® A) = By.

En este caso v es una preunidad para pagv Yy Vagy = Vf\@v.
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Productos cruzados débiles

J.M. Fernandez Vilaboa, R. Gonzilez Rodriguez, R., A.B. Rodriguez Raposo, Weak
crossed biproducts and weak projections, Sci. China Math. (2012). J
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Productos cruzados débiles

J.M. Fernandez Vilaboa, R. Gonzilez Rodriguez, R., A.B. Rodriguez Raposo, Weak
crossed biproducts and weak projections, Sci. China Math. (2012). J

Teorema

Sea B un monoide en C. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) Existe un producto cruzado débil (A® V/, pagv) con preunidad v y un isomorfismo
de monoides w: A x V — B.

(if) Existe un monoide A, un objeto V' y morfismos
ia:A—=B, iv:V =B, Vaigv:AQV ARV, w:AxV =B

tales que is es un morfismo de monoides, V ogy es un morfismo idempotente de
A-médulos por la izquierda para la accién pagy = pa® V, y w es un isomorfismo
tal que

w o pagy = ps ° (ia ® iv),

donde A X V es la imagen de V gy and pagy la proyeccién asociada.
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Productos cruzados débiles

Ejemplos con V

o Brzezinski, Commun. in Algebra (1997).

Ramén Gonzélez Rodriguez Equivalencias de productos cruzados débiles



Productos cruzados débiles

QV = I’dA@\/.

o Brzezinski, Commun. in Algebra (1997).

o Blattner, Cohen y Montgomery, (productos cruzados asociados a algebras de Hopf),
T. Am. Math. Soc. (1986)
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Productos cruzados débiles

Ejemplos con V gy = idagyv-

o Brzezinski, Commun. in Algebra (1997).

o Blattner, Cohen y Montgomery, (productos cruzados asociados a algebras de Hopf),
T. Am. Math. Soc. (1986)

e Doi y Takeuchi, (productos cruzados asociados a algebras de Hopf), Commun.
Algebra (1986).
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Productos cruzados débiles

Ejemplos con V gy = idagyv-

o Brzezinski, Commun. in Algebra (1997).

o Blattner, Cohen y Montgomery, (productos cruzados asociados a algebras de Hopf),
T. Am. Math. Soc. (1986)

e Doi y Takeuchi, (productos cruzados asociados a algebras de Hopf), Commun.
Algebra (1986).

o Majid, (productos cruzados asociados a algebras de Hopf en contexto trenzado
(braided)), J. Algebra (1994).
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Productos cruzados débiles

Ejemplos con V gy = idagyv-

o Brzezinski, Commun. in Algebra (1997).

o Blattner, Cohen y Montgomery, (productos cruzados asociados a algebras de Hopf),
T. Am. Math. Soc. (1986)

e Doi y Takeuchi, (productos cruzados asociados a algebras de Hopf), Commun.
Algebra (1986).

o Majid, (productos cruzados asociados a algebras de Hopf en contexto trenzado
(braided)), J. Algebra (1994).

o Bespalov y Drabant, (productos cruzados asociados a algebras de Hopf en contexto
trenzado), J. Algebra (1999)-(2001).
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Productos cruzados débiles

Ejemplos con V gy = idagyv-

o Brzezinski, Commun. in Algebra (1997).

o Blattner, Cohen y Montgomery, (productos cruzados asociados a algebras de Hopf),
T. Am. Math. Soc. (1986)

e Doi y Takeuchi, (productos cruzados asociados a algebras de Hopf), Commun.

Algebra (1986).

Majid, (productos cruzados asociados a algebras de Hopf en contexto trenzado

(braided)), J. Algebra (1994).

o Bespalov y Drabant, (productos cruzados asociados a algebras de Hopf en contexto
trenzado), J. Algebra (1999)-(2001).

Lack y Street (productos corona (wreath) asociados a leyes distributivas), J. Pure
Appl. Algebra (2002).
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Productos cruzados débiles

Ejemplos con V gy = idagyv-

o Brzezinski, Commun. in Algebra (1997).

o Blattner, Cohen y Montgomery, (productos cruzados asociados a algebras de Hopf),
T. Am. Math. Soc. (1986)

e Doi y Takeuchi, (productos cruzados asociados a algebras de Hopf), Commun.

Algebra (1986).

Majid, (productos cruzados asociados a algebras de Hopf en contexto trenzado

(braided)), J. Algebra (1994).

o Bespalov y Drabant, (productos cruzados asociados a algebras de Hopf en contexto
trenzado), J. Algebra (1999)-(2001).

Lack y Street (productos corona (wreath) asociados a leyes distributivas), J. Pure
Appl. Algebra (2002).

o Agore y Militaru (productos unificados de algebras de Hopf), Contemp. Math.
(2013).
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Productos cruzados débiles

Ejemplos con V

o Caenepeel y De Groot, (productos smash débiles) Contemp. Math. (2000).
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Productos cruzados débiles

Ejemplos con Vagy # idagy -

o Caenepeel y De Groot, (productos smash débiles) Contemp. Math. (2000).

@ Alonso Alvarez, Fernandez Vilaboa, Gonzalez Rodriguez y Rodriguez Raposo (pro-
ductos cruzados asociados a algebras de Hopf débiles ), Commun. Algebra (2009),
Homol. Homotopy Appl. (2014).
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Productos cruzados débiles

Ejemplos con Vagy # idagy -

o Caenepeel y De Groot, (productos smash débiles) Contemp. Math. (2000).

@ Alonso Alvarez, Fernandez Vilaboa, Gonzalez Rodriguez y Rodriguez Raposo (pro-
ductos cruzados asociados a algebras de Hopf débiles ), Commun. Algebra (2009),
Homol. Homotopy Appl. (2014).

o Street (productos corona débiles asociados a leyes distributivas débiles), Theor.
Appl. Categ. (2009).
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Productos cruzados débiles

Ejemplos con Vagy # idagy -

o Caenepeel y De Groot, (productos smash débiles) Contemp. Math. (2000).

@ Alonso Alvarez, Fernandez Vilaboa, Gonzalez Rodriguez y Rodriguez Raposo (pro-
ductos cruzados asociados a algebras de Hopf débiles ), Commun. Algebra (2009),
Homol. Homotopy Appl. (2014).

Street (productos corona débiles asociados a leyes distributivas débiles), Theor.
Appl. Categ. (2009).

@ Bohm y Gémez Torrecillas (productos corona débiles asociados a estructuras de
factorizacién bilineal y productos cruzados dobles de algebras de Hopf débiles), B.
Bel. Math. Soc-Sim. (2013), Contemp. Math. (2013).
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Productos cruzados débiles

Ejemplos con Vagy # idagy -

o Caenepeel y De Groot, (productos smash débiles) Contemp. Math. (2000).

@ Alonso Alvarez, Fernandez Vilaboa, Gonzalez Rodriguez y Rodriguez Raposo (pro-
ductos cruzados asociados a algebras de Hopf débiles ), Commun. Algebra (2009),
Homol. Homotopy Appl. (2014).

o Street (productos corona débiles asociados a leyes distributivas débiles), Theor.
Appl. Categ. (2009).

@ Bohm y Gémez Torrecillas (productos corona débiles asociados a estructuras de
factorizacién bilineal y productos cruzados dobles de algebras de Hopf débiles), B.
Bel. Math. Soc-Sim. (2013), Contemp. Math. (2013).

o Alves, Batista, Dokuchaev y Paques, (productos cruzados asociados a acciones
parciales de algebras de Hopf), Isr. J. Math. (2013).
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Productos cruzados débiles

G. Béhm, The weak theory of monads, Adv. Math. (2010). J
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Productos cruzados débiles

G. Béhm, The weak theory of monads, Adv. Math. (2010).

Sea K la 2-categoria de un (nico objeto correspondiente a C. En el trabajo citado
previamente, se introduce una nueva 2-categoria EM"(K) donde

@ 0-celdas: monoides S en C.

o l-celdas: S — T. Son pares (F, w,S:’T) tales que F es un objeto en C y wf-’T :
F® T — S® F un morfismo tal que

FTo(Four)=(us®F)o(S®yp oW  ®T).
o 2-celdas: (F,d)f-’T) = (G,wg’T). Son morfismos en C, p: F — S ® G, tales que
(5 ®G)o(S®p) oy =(us®G)o(S®YZ )o(p@T),

p=(us®G)o(S@PZ") o (p®@nr).
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Productos cruzados débiles

G. Béhm, The weak theory of monads, Adv. Math. (2010).

Sea K la 2-categoria de un (nico objeto correspondiente a C. En el trabajo citado
previamente, se introduce una nueva 2-categoria EM"(K) donde

@ 0-celdas: monoides S en C.

o l-celdas: S — T. Son pares (F, w,S:’T) tales que F es un objeto en C y w,S:’T :
F® T — S® F un morfismo tal que

V2T o (FOur)=(us®F)o(S@yp ) o (7’ @ T).
o 2-celdas: (F,zz)f-’T) = (G,wg’T). Son morfismos en C, p: F — S ® G, tales que
(45 ® G)o(S@p) oy’ =(us®G)o(S®YZ )o(p® T),

p=(us®G)o(S®Yg )o(p®nr).

Toda monada en EMY(K) es un producto cruzado débil en C y viceversa, todo producto
cruzado débil en C se puede interpretar como una ménada en EMY(K). J
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Equivalencias entre productos cruzados débiles

Equivalencias entre productos cruzados débiles

© Equivalencias entre productos cruzados débiles
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Equivalencias entre productos cruzados débiles

Definicién

Sean (AQ V, pagv) Y (A® W, pagw) productos cruzados débiles con preunidades vy,
y vy respectivamente. Diremos que (A® V, pagv) y (A® W, pagw) son equivalentes,
si existe un isomorfismo de monoides

a:AXV - Ax W
y de A-médulos por la izquierda para las acciones

PAxV = PagV ° (Ha® V) o (AR iagv),

Paxw = pagw © (kA ® W) o (A® iagw ).
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Equivalencias entre productos cruzados débiles

Teorema

Sean (AQ V, pagv) y (A® W, pagw) productos cruzados débiles con preunidades vy
y vy respectivamente. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) Los productos cruzados débiles (A ® V, pagy) and (A® W, uagw) son equiva-
lentes.

(ii) Existen dos morfismos T: AQ V - AQ W, S:A®Q W — A® V de A-médulos
por la izquierda para las acciones pagv, wagw satisfaciendo las condiciones

Tovy =vw, Topagy =pagwo(T®T),

SOT:VA®V7 TOSZVA®W,

(iii) Existen dos morfismos v : V — AQ W, 0 : W — A ® V satisfaciendo las
condiciones

0 =Vagyv o0,

(ra®@ V) o (A®0)oy=Vagyo(na® V),
Yy = (a® W) o (1a®7) 0 (AR %) o (0 ® A),
oty = (ra®@ W) o (AR 7)o pagy o (0 ®6),
vw = (ka® V) o (A®7y)ovy.
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Equivalencias entre productos cruzados débiles

Teorema

Sea (A® V/, pagv) un producto cruzado débil con preunidad vy y sea W un objeto de
C cualquiera. Supongamos que existen dos morfismos v: V - AQW,0: W — A®Q V
satisfaciendo las condiciones

0 =Vagvob,

(ka® V) o (A®0)oy=Vagy o (na® V).
Entonces si definimos wﬁ/, UC‘V y vy como
Uy = (1a® W) o (1a ®7) 0 (ABY{) 0 (0 A),
oy = (pa® W) o (A® 7)o pagy o (0 ®6),
vw = (pa® V)o (ARQy)ovy,

se tiene que (A® W, pagw) es un producto cruzado débil con preunidad vy y equiva-
lente a (AQ V, pagv).

v
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Equivalencias entre productos cruzados débiles

El caso de los productos cruzados de Brzezinski

(Brzezinski Commun. in Algebra (1997)) Sea (A, 74, a) un monoide y V un objeto
equipado con un morfismo ny : K — V.

El objeto A® V es un monoide con unidad 4 ® ny y cuyo producto cumple la igualdad
HAgV 0 (AR Ny @ AQ V) = nua ® V, siy sélo si existen dos morfismos

YO VRASAQV, ol VRV ARV
satisfaciendo (1), la condicién twisted, la condicién de cociclo y
Yoy @A) =A®ny, Pjo(Ven)=meV,

opomeV)=opo(Van)=neV.

En este caso, el producto en A® V es el definido en la primera parte de esta charla.

v
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Equivalencias entre productos cruzados débiles

El caso de los productos cruzados de Brzezinski

(Brzezinski Commun. in Algebra (1997)) Sea (A, 74, a) un monoide y V un objeto
equipado con un morfismo ny : K — V.

El objeto A® V es un monoide con unidad 4 ® ny y cuyo producto cumple la igualdad
HAgV 0 (AR Ny @ AQ V) = nua ® V, siy sélo si existen dos morfismos

YO VRASAQV, ol VRV ARV
satisfaciendo (1), la condicién twisted, la condicién de cociclo y
Yoy @A) =A®ny, Pjo(Ven)=meV,

opomeV)=opo(Van)=neV.

En este caso, el producto en A® V es el definido en la primera parte de esta charla.

Resaltar, otra vez, que los productos cruzados de Brzezihski son ejemplos de productos
cruzados débiles cuyo idempotente asociado es la identidad. También, en este caso, la
preunidad vy = na ® ny es una unidad.
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Equivalencias entre productos cruzados débiles

Teorema (equivalencia para los productos cruzados de Brzezifiski )

Sean (A® V,pagv) ¥y (A® W, pagw) dos productos cruzados de Brzezinski con
morfismos 7y y ny respectivamente. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) Los productos cruzados (A® V, pagv) y (A® W, pagw) son equivalentes.

(i) Existen dos morfismos v : V — A®@ W, 6 : W — A® V satisfaciendo las
condiciones:
(Ha® V)o(A®O)oy=ma®V,

Wl = (1a ® W) o (ua®7) o (A® ¥) 0 (0 ® A),
oty = (kA ® W) o (AR 7)o pagy o (0 ® ).
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Equivalencias entre productos cruzados débiles

Mejora de otros resultados: Equivalencias para los productos cruzados de Brzezinski

o F. Panaite, Invariance under twisting for crossed products, P. Am. Math. Soc.
(2012).

o F. Panaite, Equivalent crossed products and cross product bialgebras, Commun.
Algebra (2014).
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Equivalencias entre productos cruzados débiles

Panaite probé que dos productos cruzados de Brzezinski
1 2
(A® V,uagy); (AR V,uagy),
asociados a las cuadruplas
1 Al Al 2 A2 A2
A :(A7 V7wv y Oy )? A :(A7 V’wv Oy )
con morfismos 77%/ and 7]\2/, son equivalentes, si y sélo si, existen dos morfismos

v, 0: VARV

tales que:
Y% = (pa® V) o (pa®7) o (AR yit) 0 (0@ A),

oy? = (1a® V) o (A®7) o phgy 0 (0©6),
fony =na®mny, Yony =na®ny,
(LAa® V)o(ARO)oy=na® V,
(ra® V)o(ARy) ol =na® V,
(1a® V) o (na®ay?) o (ARY® V) o (¥t ® V)o (V@) = (1a® V)o(A®7)oap ™.
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Equivalencias entre productos cruzados débiles

Panaite prob6 que dos productos cruzados de Brzezinski
(A ® V?M}A@V)? (A ®V, Mi@v)a
asociados a las cuadruplas
AY = (A, V90 o0, AL = (A, V, 902, 007),
con morfismos 77\1/ y 17\2/, son equivalentes, si y sélo si, existen dos morfismos

¥, 0: VARV

tales que:
Uy? = (1a® V) o (ua®7) o (AR YY) o (0® A),

(TCsZ =(pua®V)o(A®~) o,u/l%gv o (0 ®80),
fony =na®ny, Yony =na®ny,
(Ha® V)o (A®O)oy=na® V,
(Ha® V)o (A®Y)o0=na® V,
(a® V)0 (1a®0p?) 0 (ARYRV)o (¥ ® V)o (V@) = (1a® V)0 (AB7) ooy
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Productos asociados a algebras de Hopf débiles

© Productos asociados a algebras de Hopf débiles
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Productos asociados a algebras de Hopf débiles

En esta seccién asumiremos que la categoria C es simétrica con isomorfismo natural de
simetria c.
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Productos asociados a algebras de Hopf débiles

En esta seccién asumiremos que la categoria C es simétrica con isomorfismo natural deJ

simetria c.

Definicién
Una bialgebra débil H en C es un monoide-comonoide (H, ny, py, eH, ) tal que:
(al) dx o pn = (pH ® pH) © dpyz2,
(a2) eqopno(pn® H) = (en ®en) o (bH ® ) o (H® oy @ H)
= (en ®en) o (H ® pr) © (H ® (cH,h 0 0n) ® H),
(@3) (dp® H)odpony =(H® py ® H) o (61 ® o) o (N @ ni)
= (H® (pH o cy,p) ® H) o (04 ® o) o (nH @ n)-
donde 62 = (H® ¢,y @ H) o (61 ® p).

Si ademas,
(a4) existe un morfismo Ay : H — H en C (llamado la antipoda de H) satisfaciendo:

(a4-1) idy * Ay = ((eH o pr) ® H) o (H® cp 1) o (61 © nH) @ H),
(a4-2) Ay *idy = (H® (e 0 pun)) o (cu,n @ H) o (H ® (81 o m1)),
(84—3) )‘H * IdH * )\H = )\H.

diremos que H es un algebra de Hopf débil en C.
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Productos asociados a algebras de Hopf débiles

Para H, podemos definir cuatro morfismos idempotentes
ML = idy * Ay = ((ep © ) ® H) o (H® cpp) o (81 © 1) ® H),
NF = Aw * idy = (H® (en 0 pn)) 0 (cu,p ® H) o (H & (81 0 i),
My = (H & (eh © ) © (3w o 1) ® H),

Il = ((er 0 ) ® H) o (H ® (81 0 111)).
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Productos asociados a algebras de Hopf débiles

Para H, podemos definir cuatro morfismos idempotentes
ML = idy * Ay = ((ep © ) ® H) o (H® cpp) o (81 © 1) ® H),
NF = Aw * idy = (H® (en 0 pn)) 0 (cu,p ® H) o (H & (81 0 i),
My = (H & (eh © ) © (3w o 1) ® H),

Il = ((er 0 ) ® H) o (H ® (81 0 111)).

| N

Proposicién

Sea H un algebra de Hopf débil. Se cumplen las siguientes igualdades:

Nk oMy =Nk, NLofy =My, Tyonk =My Myonk=nk,

NRofy =Mp, NRofy =Nk Thonf=nk TNonk =TF.
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Productos asociados a algebras de Hopf débiles

Proposicién

Sea H un algebra de Hopf débil. Se cumplen las siguientes igualdades:
NfoXy=NHoNE=XyoNf, NEoXy=NFoNf=xyonNf,

I'I,L_,:ﬁf,o/\H:)\Hoﬁb, I'IZ:ﬁLHo)\H:)\HoﬁZ.
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Productos asociados a algebras de Hopf débiles

Proposicién

Sea H un algebra de Hopf débil. Se cumplen las siguientes igualdades:

NfoXy=NHoNE=XyoNf, NEoXy=NFoNf=xyonNf,
ML =R oAy =Ayoly, NR=TI5o\y=Ayolly.

Proposicién

Sea H un algebra de Hopf débil. Se cumplen las siguientes igualdades:

AH O piH = f1H © CH,H © (AH ® AH),

dH oAy = (AH ® Ay) 0 CH,H © Op,
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Productos asociados a algebras de Hopf débiles

Definicién

Dada un algebra de Hopf débil H y un monoide B, una accién débil sobre B es un
morfismo pg : H® B — B satisfaciendo

wgo(H®ug)=ppo(ps®pe)o(H®cyp®B)o(dy®B® B).
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Productos asociados a algebras de Hopf débiles

Dada un algebra de Hopf débil H y un monoide B, una accién débil sobre B es un
morfismo pg : H® B — B satisfaciendo

wgo(H®ug)=ppo(ps®pe)o(H®cyp®B)o(dy®B® B).

<

Proposicién

Dada un algebra de Hopf débil H, un monoide B y una accién débil pg: H® B — B

sobre B, si denotamos por ufB el morfismo ¢p o (H ® ng), se tiene que

B YB _ ,,¥B
uy = kuyp” =up .
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Productos asociados a algebras de Hopf débiles

Dada un algebra de Hopf débil H y un monoide B, una accién débil sobre B es un
morfismo pg : H® B — B satisfaciendo

wgo(H®ug)=ppo(ps®pe)o(H®cyp®B)o(dy®B® B).

Proposicién

Dada un algebra de Hopf débil H, un monoide B y una accién débil pg: H® B — B

sobre B, si denotamos por ufB el morfismo ¢p o (H ® ng), se tiene que

B YB _ ,,¥B
uy = kuyp” =up .

Para una accién débil pg y cualquier morfismo o : H® H — B, se definen los morfismos
YE - H®B—-B®H, 8 :HOH— B®H,

por
¥ = (pg ® H) o (H® cu,g) o (61 ® B)

08 = (0@ pp)odye.
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Productos asociados a algebras de Hopf débiles

Proposicién

Dada un algebra de Hopf débil H, un monoide B y una accién débil o5 : H® B — B
sobre B, el morfismo 1/’5 satisface

(ne ® H) o (B@ ) o (¥f ® B) = ¥j; o (H ® ).

Por lo tanto,
Ve = (us ® H) o (B®YR) o (B® H ® ng)

es idempotente y ademas:
YEo(Homg) = (ufB@H)ody, (B®en)ovf = vp, (BRen)oyfo(HRng) = uf®,
Ve = (B @ H) o (B® ((uf® @ H) 0 b)), V§E, 0vf =vi
VES o H) = (uf® ©H)ody, (us®H)o(BOVES,) = (BOVES,)o(us@H),
(B®en)o VEE, = ugo (BB uf®), (B®du)oVEE, = (VEE, ®H)o(H® dn).
pe o (uyf ® o) o (04 ® B) = pp,
(1 ® H) o (uf® ® ¥R) o (5n ® B) = yf,
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Productos asociados a algebras de Hopf débiles

Proposicién

Dada un algebra de Hopf débil H, un monoide B, una accién débil pg: HQ B — B, y
un morfismo o : H® H — B, el morfismo o‘f, cumple la siguiente igualdad:

(B®dy) ool = (o8 @ pup) 082
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Productos asociados a algebras de Hopf débiles

Dada un algebra de Hopf débil H, un monoide B, una accién débil pg: HQ B — B, y
un morfismo o : H® H — B, el morfismo 05 cumple la siguiente igualdad:

(B®5H)005 = (UE,@HH)OJHz.

Proposicién

Sean H un algebra de Hopf débil, B un monoide, y g : H ® B — B una accién débil.
Entonces:

MBO(B®ufB)o¢EI:<pB.

Sea o : H® H — B un morfismo. Definamos uy® : H® H — B como u® = uf® o uy.
PB — &, entonces:

Si o * uj
B

pgo(B®ui®)ooy =o,
® B_ B
vBE@HOUH—‘THv

(B®ep)oot =0.
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Productos asociados a algebras de Hopf débiles

Como consecuencia de los resultados previos, si g : H® B — B es una accién débil y
o:H®H — B es un morfismo tal que o * ufs = o, obtenemos una cuadrupla

By = (B, H,¥§,0f)
que induce productos en B® Hy en B XTp H dados por
reeg H = (ug @ H)o (up ® op) o (B® Y ® H),

_ P - o
HBxg H = pB%H O UBRH © (1351., ® ’B<§>H)7

donde B X7, H, iggH Bxg, H=B®Hy pE%H :B®H— BxZ, H denotan la
imagen, la inyeccién, y la proyeccién asociadas al idempotente VE%H.
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Productos asociados a algebras de Hopf débiles

Teorema

Sean H un algebra de Hopf débil, B un monoide, y ¢g : H® B — B una accién débil.

Tomemos un morfismo o : H® H — B tal que o * u3® = o y sea By su cuadrupla

asociada. Entonces:

(i) La cuadrupla By satisface la condicién twisted si, y sélo si, o satisface la condicién
twisted

pg o (B®0c)o (bf ® H)o (H®PE) = pus o (B® wg)o (of ® B).

(ii) La cuadrupla By satisface la condicién de cociclo si, y sélo si, o satisface la con-
dicién de cociclo

pgo(B®c)o (Yff® H)o(H® o) =pso(BRa)o(of ® B).
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Productos asociados a algebras de Hopf débiles

Teorema

Sean H un algebra de Hopf débil, B un monoide, y ¢g : H® B — B una accién débil.
Tomemos un morfismo o : H® H — B tal que o * u;PB = o y sea By su cuadrupla
asociada. Supongamos que By satisface las condiciones twisted y de cociclo. Entonces
las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) El morfismo v = VE%H o (ng ® my) es una preunidad para el producto cruzado
débil asociado a By.

(ii) El morfismo o8 satisface la condicién de normalidad
o0 (mn ® H) = ajj o (H®nu) = VEE ;0 (15 ® H).

(ii3) El morfismo o satisface la condicién de normalidad

oco(my®H) =00 (H®nk) = u®.
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Productos asociados a algebras de Hopf débiles

Definicién

Sean H un algebra de Hopf débil, B un monoide, pg, ¢g : H® B — B acciones débiles,

y 0,7 : H® H — B morfismos tales que o * ufB =0, T* ufs = 7. Asumamos que o,

T satisfacen las condiciones twisted y de cociclo, y supongamos que v es una preunidad
para piggg H, Y que U es una preunidad para HB®T H-
B B

Diremos que (B ® H, ,uB®$BH) y (B® H’“B®§>BH) son productos cruzados débiles

equivalentes si existe un isomorfismo de B-médulos por la izquierda, de H-comédulos
por la derecha, y de monoides

a:BngHHBx;BH,
donde

_ P o _ ¢ ¢
PBxg H= PB(%HO(;U'B@H)O(B@’B(%H)’ @BXQBH = PB%HO(ﬂB®H)O(B®PB%H)7

pBxg H = (PhgH ® H) o (B®H)0igs PBX] H = (P35, @ H) o (B®dp)0ifs,,.

<
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Productos asociados a algebras de Hopf débiles

Teorema

Sean H un algebra de Hopf débil, B un monoide, ¢g, ¢g : H® B — B acciones débiles,

y 0,7 : H® H — B morfismos tales que o * u3® = o, 7 x ug)B = 7. Asumamos que o,

7 satisfacen las condiciones twisted y de cociclo, y supongamos que v es una preunidad

para pggg H, Yy que u es una preunidad para HB®T H- Las siguientes afirmaciones son
B

equivalentes:

(i) Los productos cruzados débiles (B® H, uB®$BH) and (B® H,u3®; H) son equi-
B
valentes.

(i) Existen dos morfismos h, h=1 : H — B tales que
h= xh=uf®,
hxh ™ Ysxh="h htxhxht=h1
¢ =pgo((o(h®pp)) ®h™') o (6n ® cu,8) o (5n ® B),
T=pgo(B®h 1o ueeg Ho ((h® H)ody) ® ((he H)odn)),

u=((ugo (B®h™ 1) ®H)o(B®dy)owv.
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Productos asociados a algebras de Hopf débiles

Definicién
Dada un algebra de Hopf débil H y un monoide B, diremos que (B, @) es un H-médulo
algebra débil por la izquierda si pg : H® B — B es una accién débil,

¢ o (nu ® B) = idg,
U = g o (H @ uf®),
y se cumple cualquiera de las siguientes condiciones equivalentes:
pp o (M ® B) = pg o (uf® ® B),
—L
ppo(My®B)=pgocgpo(uy®®B),

ufB o nk = uiE,
uf® ol = uf®,

=L
UEB o iy = uf® o g o (H@TTR),

ufB oy = uf® oy o (HRME).
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Productos asociados a algebras de Hopf débiles

Teorema

Sean H un algebra de Hopf débil, B un monoide, (B, ¢g), (B, ¢g) H-médulo algebras
débiles por la izquierda, y 0,7 : H ® H — B morfismos tales que o % ufB = o,

T*U?B = 7. Asumamos que (B, H, 7,[15, crﬁ), (B, H, FE,, 7—5) son las cuadruplas asociadas
a (pB,0), (¢B,T) y que satisfacen las condiciones twisted, de cociclo, y de normalidad.
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) Los productos cruzados débiles (B ® H, u3®$BH) and (B® H"uB@EBH) son equi-

valentes.
(i) Existen dos morfismos h, h=1 : H — B tales que

hony = ns,
hlsh=ufE, hxht=ule
hxh Yxh="h htxhxhl=h1
pgo(B®h)olf =pupo(h®ypg)o(sy® B),
pgo(B®h)orf = (1g@H)o(up®@0)o(B&YF@H)o(((heH)odn)((h@H)odH)).
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o J.M. Fernandez Vilaboa, R. Gonzalez Rodriguez, R., A.B. Rodriguez Raposo,
Preunits and weak crossed products, J. Pure Appl. Algebra (2009).

@ A.B. Rodriguez Raposo, Crossed products for weak Hopf algebras, Comm. Algebra
(2009).

o J.M. Fernandez Vilaboa, R. Gonzalez Rodriguez, R., A.B. Rodriguez Raposo, Weak
crossed biproducts and weak projections, Sci. China Math. (2012).

o J.M. Fernandez Vilaboa, R. Gonzalez Rodriguez, R., A.B. Rodriguez Raposo, Par-
tial and unified crossed products are weak crossed products. Contemp. Math.
(2013).
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of algebras over weak Hopf algebras, Homol. Homotopy Appl. (2014).
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obstructions for cleft extensions over weak Hopf algebras, (en preparacién) (2016).

Ramén Gonzalez Rodriguez Equivalencias de productos cruzados débiles



Productos asociados a algebras de Hopf débiles

o J.M. Fernandez Vilaboa, R. Gonzalez Rodriguez, R., A.B. Rodriguez Raposo,
Preunits and weak crossed products, J. Pure Appl. Algebra (2009).
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crossed biproducts and weak projections, Sci. China Math. (2012).
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tial and unified crossed products are weak crossed products. Contemp. Math.
(2013).
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of algebras over weak Hopf algebras, Homol. Homotopy Appl. (2014).
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Muchas gracias |
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