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Obxecto das Presentes Notas

Nos tltimos anos ven—se constatando un grande aumento nas diferenzas entre os saberes
e habilidades que as/os alunas/os posuen ao acceder ao primeiro curso da Escola e os
que son necesarios para obter o maximo rendemento das explicaciéns dos docentes.

Evidentemente, e como case todas as cousas, a afirmacién anterior é relativa e depende
de cada caso concreto, e quixeramos indicar que é aplicable ao aluno medio que accede
a Escola.

Con obxecto de tentar paliar estas diferenzas, a Direccion da E.T.S.E. de Teleco-
municacién ven de poér en marcha este “CURSO CEROQO” coa finalidade de repasar
os conecementos basicos e fundamentais, tanto en Fisica como en Matematicas, ten-
tando mellorar o seguimento do primeiro curso actualmente impartido nas titulacions de
Enxeneiro de Telecomunicacion e Enxeneiro Técnico de Telecomunicacion.

A nosa ideia é desenvolver e lembrar certos temas que aparecen nos obxectivos do
Bacharelato ou Formacién Profisional e que ao alunado non domina coa soltura necesaria
neste seu primeiro curso universitario. Pensamos que pode ser util para o aluno conecer
a diferenza real no seu caso concreto con obxecto de que poda ir tomando as medidas
axeitadas para a sua solucién.

Estas notas pretenden ser un guién (e non un substituto do profesor) para as aulas
adicadas a Matematicas. Polo tempo do que se dispén tampouco se pretende poder
repasar todo o necesério, sendo conscientes de que moitos temas importantes quedaron
fora desta primeira vez que se imparte o curso cero.

Nas presentes notas, escritas en INXTEX empregando unha traducién do estilo amsbook,
incluen—se algins exemplos resoltos e bastantes exercicios propostos:

“Mallando e mallando aprendin a mallar.”

Agradecimento especial para Félix Balado Pumarino pola axuda lingtiistica, onde os
autores consideraron a gramatica descrita en Costas Casas et al.! servindo de inestimable
axuda o Vocabulario de Matematicas de X.M. Masa?.

1X.X. Costas Casas, M. dos Anxos Gonzalez Refoxo, C.C. Morén Fraga, e X.C. Rabade Castifeira.

Nova Gramdtica para a aprendizaze da lingua. Via Lactea, A Corufia, 1988.
2X.M. Masa Viaquez (Coordinador) e B. Fortes Lépez (Asesora Lingiifstica). Vocabulario de

Matemdticas (galego—espaniol-inglés—portugués). Universidade de Santiago de Compostela, Santiago

de Compostela, 1995. Servicio de Normalizacién Lingiiistica.
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OBXECTO DAS PRESENTES NOTAS 4

Por outra banda, sinalar que en http://www.dma.uvigo.es/ area manten-se unha
fé de erratas detectadas. Tamén pode ser interesante dar a cofiecer que os autores non
receben nengun tipo de retribucién polos textos publicados, preferindo que o posible
beneficio redunde tanto na calidade da impresiéon como no prezo de venda ao ptblico.

Finalmente, agradecer ao Servicio de Publicaciéns de Teleco Vigo, Sociedade Coope-

rativa Galega polas facilidades para publicar o material.



TEMA 1

Fundamentos de loxica

No desenvolvimento de calquer matéria de matematicas cumpre conecer e manexar con
soltura unha série de coniecimentos bésicos de léxica. O que se pretende neste primeiro

capitulo é introducir dun xeito moi elemental ditos conecimentos.

1.1. Axiomas. Teoremas, proposicions, lemas e corolarios

A Matematica apresenta—se hoxe en dia como unha ciéncia formal que estuda as
relacions existentes entre certos entes de naturaleza abstracta, que chamaremos obxectos
matematicos e que poden ser caracterizados por verificar unha série de propriedades,
denominadas axiomas, que se aceitan sen necesidade de demonstracién e que non deben
dar lugar a incoeréncias nen contradiciéons. Partindo destas premisas ou axiomas, e
empregando as regras da léxica van-se deducindo as diversas propriedades do obxecto
matematico, enunciados como Proposiciéns, Lemas, Teoremas ou Corolarios.

Esta nomenclatura é normalmente empregada do seguinte xeito: un resultado moi
importante recebe o nome de Teorema. Outros resultados que inicialmente non semellan
tan importantes, Proposicions. Para obter unha propriedade normalmente proban-—se
outras relaciéns con anterioridade, recibindo o nome de Lemas. As consecuéncias dos
Teoremas e Proposicions receben o nome de Corolarios, as mais das veces extremada-
mente uteis.

Por exemplo, na construccién do obxecto matematico conecido como grupo achamos

que se define como un conxunto GG onde temos definida unha operacion
GxG5G (a,b)—axb

que verifica as siguientes propriedades (chamadas axiomas da estrutura):

i) Propriedade asociativa: (a *b) * c = a * (b* c) para todos a,b,c € G.
ii) Existéncia de elemento neutro: Existe e € G tal que e x a = a * e = a para
todo a € G.
iii) Existéncia de elemento inverso: Para todo a € G existe a™! € G tal que

1 1

axa ~=a " ka=e.

Se ademais se verifica o axioma a*xb = b*a para todos a,b € GG, diremos que o grupo
G é conmutativo ou abeliano.

Acabamos de dar unha série de axiomas que son necesarios para que un conxunto
cunha operacion receba o nome de grupo. Este tipo de axiomas son normalmente o

5



1.1. AXIOMAS. TEOREMAS, PROPOSICIONS, LEMAS E COROLARIOS 6

resultado de observar moitos casos particulares, que unha vez definido o conceito de

grupo pasan a ser exemplos.

Exemplos de grupos existen moitos e a teoria mateméatica que os estuda chama-se

teoria de grupos. A continuaciéon damos alguns exemplos de conxuntos que son grupos

coa operacion indicada.

Exemplos 1.1.

i)

ii)

iii)

iv)

vi)

Consideremos o conxunto Z = {...,—3,—-2,—1,0,1,2,3,... } dos nimeros inteiros
e a soma de nimeros inteiros

ZxZ57Z (a,b)—a+b.

O par (Z,4+) é un grupo conmutativo xd que a soma de nimeros inteiros é
conmutativa. O elementro neutro é o niimero cero e o oposto de a é —a para todo
a € 7.

Sexa R o conxunto dos ntimeros reais. E evidente que R coa soma de niimeros reais
¢ un grupo conmutativo; sen embargo, se consideramos o produto de nimeros reais
en lugar da soma, o elemento neutro é o niimero 1 e non se obtén unha estutura
de grupo en R x4 que existe un elemento, o cero, que non ten inverso para a
multiplicacién. Non obstante, R\ {0} co produto si é un grupo conmutativo.

Suponamos que G = {e,a,b,c} é un conxunto formado por catro elementos. Se

definimos o produto da forma que indica a tabela

xlelalblc
elelalblc
alalelc|b
blblclela
cleclblale

obtén—se que (G, *) é un grupo conmutativo que se cofiece como grupo do rectan-
gulo ou Viergruppe de Felix Klein.
Sexa G o conxunto dos numeros reais x tais que —1 < x < 1. Daquela, se en G

consideramos a operacion

Yy = ——
ey 1 +ay

ten—se que (G, *) é un grupo conmutativo.
Sexa n un numero natural impar. Se no conxunto dos nimeros reais definimos a
operacion

vay= (" ")
ten—se que (R, *) é un grupo conmutativo.
Sexa G o conxunto das matrices cadradas de orden 3 con coeficientes reais e deter-
minante non nulo. Entén, G co produto de matrices é un grupo non conmutativo,

x4 que o produto de matrices non é conmutativo.
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vii) Todo conxunto G formado por un tnico elemento e é un grupo, definindo a ope-

raciéon mediante e x e = e. Este grupo denomina-—se grupo trivial.

Destes axiomas que intervenen na definicion deducen—se os teoremas, proposicions,

lemas e corolarios. En teoria de grupos, un exemplo de proposicién é a seguinte:

Proposicién 1.1.1. Suponamos que (G,*) é un grupo. Enton, verifican—se as se-
guintes propriedades:
i) O elemento neutro de G € inico.
ii) Para todo a € G o seu inverso é unico.
iii) Para todo a € G, (a™)™! = a.
iv) Para todos a,b € G, (axb)™' =b"'xa!.

Recomenda—se pensar se as afirmacions anteriores son certas nos exemplos x4 vistos

de grupo.
1.2. Hipoteses e teses. Condiciéns necesarias e suficientes

En cada un dos resultados que forman parte dunha teoria matematica, é preciso supor
unha ou varias verdades, que receben o nome de hipdteses do resultado, co obxecto de
deducir unha ou varias propriedades novas, que receben o nome de teses do resultado

correspondente. Asi, por exemplo, no celebérrimo teorema de Rolle

Teorema 1.2.1. (de Rolle) Sexa f : [a,b] C R — R unha funcion continua no
intervalo fechado [a,b], derivable no intervalo aberto (a,b) e tal que f(a) = f(b). Entdn,

existe 5 € (a,b) tal que f'(B) = 0.

aparecen as seguintes hipdteses:

1) f:]a,b] C R — R é unha funcién continua nun intervalo fechado [a, b],

2) f é unha funcién derivable no intervalo aberto (a, b),

3) f verifica que f(a) = f(b),
e unha unica tese, na que se afirma que existe 3 € (a,b) tal que f'(3) = 0.

Dun xeito mais abstracto, podemos afirmar que o enunciado tipico dunha proposicion,
dun lema ou dun teorema, estabelece que

Se H é certo, enton T' és certo

onde H é o conxunto de hipoteses e T' é o de teses. Representaremos esta situacion

mediante

H—T

lendo <<H implica T>>. A implicacién anterior tamén se lee como <<H ¢ condicion
suficiente para T>> ou <<T' é condicion necesdria para H>>.
E moi frecuente confundir entre condiciéns necesérias e suficientes ao aplicar os re-

sultados das matérias de primeiro curso. Pensamos que, portanto, cumpre insistir un
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pouco mais entre o que é necesario e o que é suficiente. A diferenza entre condiciéns

necesarias e suficientes quedara mais clara co seguinte exemplo:

1) E condicién necesaria xogar para ter un prémio nun xogo de azar, como por exem-
plo, a quiniela. Mas esta condicién necesaria non é suficiente (non chega con
xogar). Unha condicién necesdria proporciona un critério negativo: se non xogas,
non podes ter prémio.

2) Ganar no xogo da quiniela é unha condicién suficiente para ter un billeta selado.

Pero esta condicién suficiente non é necesaria (non é necesario ganar para ter un
billete selado).

1.3. Reciproco e contrarreciproco

O resultado [H = T ten asociados outros resultados entre os que destacamos o

reciproco e o contrarreciproco.

1) O reciproco de [H = T| é [T = H]. Se [H = T é certo, o seu reciproco non
ten por que ser verdade.

2) O contrarreciproco de [H = T é [Non T = Non H], onde Non H é a negacién
de H e Non T' é a negaciéon de T'.

Por exemplo, tomemos a seguinte proposicion

Proposicién 1.3.1. Sezxa p un numero primo e a,b nimeros naturais caisquer. Se

plab enton pla ou p|b.

Neste caso temos a hipotese

H= Sexa p un ntimero primo tal que divide ao produto ab onde a e b son ntmeros

naturais.
e a tese
T= O nimero primo p verifica que pla ou p|b onde a e b son nimeros naturais.

O reciproco desta proposicién viria dado por:

Proposicién 1.3.2. Sezxa p un numero primo e a,b nimeros naturais caisquer. Se

pla ou p|b enton plab.

Como podemos comprobar con facilidade o reciproco é certo neste caso (independen-
temente de que p sexa o non sexa primo), pero, por exemplo, o reciproco do teorema de
Rolle non é certo.

Para poder formular con correccién o contrarreciproco dun resultado [H = T
cumpre saber formular con claridade Non 7" e Non H. En certas ocasiéns esto pode
causar problemas, como por exemplo, cando H e T contenen expresions do tipo para
todo ou existe un que receben o nome de cuantificadores 16xicos e que seran denotados
por V y 3, respectivamente.
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Con obxecto de aprender a facer as negaciéns dos cuantificadores estuda—se a con-
tinuacién un exemplo relacionado coa teoria de conxuntos. Suponamos que X é un
conxunto, e que A é un subconxunto de X (A C X). Sexa P unha certa propriedade
dos elementos de X que é certa para determinados elementos e falsa para os restantes.

Considere-se a seguinte afirmacion
Vr € A P é verdade,

e neguemos dita afirmacién. Levando o problema & teoria de conxuntos, e denotando
por B o conxunto de todos os elementos de X para os que P é verdade, a propriedade
enunciada e que pretendemos negar é tan simples como A C B. A negacién de ser A C B
é que A ¢ B que significa que existe polo menos un elemento de A que non pertence a
B. Daquela, a negacion buscada é

dz € A| P non é verdade .

Portanto, o que fixemos foi reemprazar o cuantificador V polo cuantificador 3 e reem-
prazar P pola sua negacion.

Este procedimento tamén funciona no sentido inverso; a negacion de
Jdx € A|T é verdade

ven dada por
Ve € A T non é verdade.

Asi, por exemplo, a negacién da proposiciéon todo aluno desta Fscola é estudoso é
existe un aluno desta FEscola que non é estudoso.

Tamén, por exemplo, o contrarreciproco da Proposiciéon 1.3.1 enunciaria—se como

Proposicion 1.3.3. Sexa p un nimero primo e a,b niumeros naturais caisquer. Se

p non divide a a e p non divide a b enton p non divide ao produto ab.

Cando unha propriedade [H = T e o seu reciproco [T' = H] son certas, dird—se
que son T e H son equivalentes e denotarda—se por [H <= T|. Neste caso leeremos << H
se, e s0 se, T >> ou << H € condicion necesdaria e suficiente para T >>. Obviamente a
equivaléncia entre H e T non significa que sexan a mesma propriedade, senén que cando
unha é certa a outra tamén o é e vice—versa. Por exemplo, en teoria de niimeros temos

a seguinte equivaléncia:
Proposiciéon 1.3.4. Se a e b son dous numeros inteiros non nulos, verifica—se que

med(a,b)=1 se, e s se, existen inteiros a e 3 tais que ca + b = 1.

Unha propriedade e o seu contrarreciproco son loxicamente equivalentes: se unha
propriedade é certa, tamén é verdade o seu contrarreciproco e vice—versa. Formalmente,

esta ultima afirmaciéon quedaria enunciada como:

[[H=T] <= [NonT = Non H] |
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Esta equivaléncia indica que para probar [H = T'] podemo-lo facer de forma directa
ou podemos tratar de probar o contrarreciproco [Non 7" = Non H|. Unha tercera via
de demonstracion é a reducién ao absurdo. A demonstracion por reduciéon ao absurdo
consiste en supor que 7' é falsa e probar, utilizando a hipétese H, que se deduce algunha

contradicion.



TEMA 2

Conxuntos

Entenderemos por conxunto unha coleccion finita ou infinita de obxectos na que non im-
porta a orden e na que o numero de veces que aparece un elemento tamén é normalmente

ignorado. Os “membros” dun conxunto denominan-se elementos.

2.1. Xeitos de definir un conxunto

Durante este tema, denotaremos aos conxuntos con letras maitsculas e aos elementos
con letras mintusculas.

Se un elemento a estd nun conjunto A escribiremos a € A (o elemento a pertence
ao conxunto A). En caso contrério escribiremos a ¢ A (o elemento a non pertence ao
conxunto A).

Para sinalar cais son os elementos que pertencen a un conxunto podemos proceder

de dous xeitos:

e Por extensién: Enumeran—se todos e cada un dos elementos que pertencen ao
conxunto dado.
e Por comprension: Definen—se os elementos do conxunto mediante as propriedades

que os caracterizan.

Obviamente dous conxuntos A e B son iguais se tenen os mesmos elementos. Deno-

taremos esto mediante A = B.

Exemplo 2.1. Suponamos que tomamos os conxuntos
A=10,1,2,3,4}, B={neN;n?>-2n-8<0}.

Enton, A = B. Na primeira expresion estamos definindo o conxunto por extension e na

segunda por comprension.

2.2. Relacions de pertenza e contido

Definicién 2.2.1. Diremos que un conxunto A é subconxunto dun conxunto B,
denotado por A C B (A estd contido en B ou B contén a A), se todo elemento de A
pertence a B, i.e.,

ACB&[re A=z € BJ.
Se A non é subconxunto de B escribird—se A ¢ B (A non esta contido en B), i.e.
AgBs [3xe A; x ¢ BJ.

11



2.4. OPERACIONS CON CONXUNTOS 12
Nota 2.2.1. Tamén son vélidas as notaciéns B D Ae B 5 A.

Definicién 2.2.2. Se A C B e A # B, dird—se que A é un subconxunto préprio de
B, ou que A estd contido propriamente en B ou que B contén propriamente a A, e serd

denotado mediante A & B ou B 2 A.

Definicién 2.2.3. O conxunto que non ten nengun elemento chama-se conxunto

vacio e denota—se por ().
Nota 2.2.2. O conxunto vacio () é subconxunto de todos os conxuntos.

Exemplo 2.2. Suponamos que B = {a,e,i,0,u} e que A = {o,u}. Entén, A é
subconxunto de B porque os dous elementos de A pertencen a B; A é, de feito, un

subconxunto préprio de B pois A # B.

2.3. O conxunto das partes dun conxunto
Definicién 2.3.1. Dado un conxunto X, chamard—se conxunto de partes de X, e

denotard—se P(X), ao conxunto formado por todos os subconxuntos de X.

Exemplo 2.3. Se A = {o,u}, o conxunto de partes de A é o definido por

P(A) = {0.{o}, {u}, A},
que ten catro elementos.

Nota 2.3.1. Pode—se demonstrar que, en xeral, se X é un conxunto con n elementos,

entén P(X) é un conxunto con 2" elementos.

Proposicion 2.3.2. Sexan A, B e C conxuntos. Verifican—se as sequintes pro-
priedades:

i) AcC A.
i) ACB, BCA= A=B.
iii) ACB,BCcC=AcC.

2.4. Operaciéns con conxuntos
Definicién 2.4.1. Sexan A e B subconxuntos dun conxunto dado X. Definen—se:

i) O conxunto unién de A e B, AU B mediante

AUB={re X ;z€ Aouzx € B}.



2.4. OPERACIONS CON CONXUNTOS
A=rectangulo B=circulo

X

A
/1

=

AU B = zona raiada

ii) O conxunto interseccién de A e B, AN B, mediante

ANB={re X ; x€ Aex € B}.

A=rectangulo B=circulo

X

A

Y

AN B = zona raiada

iii) O conxunto complementdario relativo de B en A, A\ B, como

A\B={reX;zx€Aex ¢ B}.

A=rectangulo B=circulo

X

A
s/

A — B = zona raiada

iv) O conxunto complementario de A, X \ A = A¢, como

A=X\A={reX;z¢A}.
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A=rectangulo

oK

A¢ = zona raiada

Definicién 2.4.2. Se AN B = (), diremos que A e B son conxuntos disxuntos.
Exemplo 2.4. Consideremos na recta real R os subconxuntos
A={zreR; z <1},
B={zreR; -1<x<2}.
Daquela,
AUB={zeR; x <2},
ANB=[-1,1],
B\A={zreR; 1<z <2},
A=R\A={zeR; z>1}.

Nota 2.4.1. Sexan A e B subconxuntos dun conxunto dado X. As seguintes

condiciéns son equivalentes:

i) AC B.

ii) AN B = A.
iii) AUB = B.
iv) B¢ C A“

v) AN B¢ =.
vi) BUA® = X.

Proposicion 2.4.3. Sexan A, B e C subconzuntos dun conzunto dado X . Verifican—
se as sequintes propriedades, chamadas leises da dlxebra de conxuntos:
i) Idempoténcia: AUA=Ae ANA=A.
ii) Asociativa: AU(BUC)=(AUB)UC e AN(BNC)=(AnB)NC.
iii) Conmutativaz: AUB=BUAeANB=BNA.
)

iv) Distributiva:

AN(BUC)=(ANB)U(ANC),

AU(BNC)=(AUB)N(AUC).
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v) Complemento: AUA“=X e AN A°=1.
vi) Leises de de Morgan:
(AUB)¢ = A°N B°,

(ANB)° = A°U B°.

DEMONSTRACION. Vexamos, por exemplo, como se demonstra unha das leises de de
Morgan. A proba das restantes igualdades deixa—se como exercicio.

Para probar unha igualdade entre dous conxuntos, neste caso (AU B)¢ e A°N B¢,
proba-se que cada un é subconxunto do outro, i.e.! (AU B)¢ C A°N B e A°N B¢ C
(AUB)°. A sua vez, a demonstracién de que un certo conxunto é subconxunto de outro
consiste en elexir un elemento xenérico x do primeiro conxunto e probar que x tamén
pertence ao segundo conxunto. Este é o esquema seguido na proba que aparece detallada
a continuacién.

Sexa z € (AU B)°. Entén, x ¢ AU B, o que significa que = ¢ A e x ¢ B. Portanto,
x € A e x € B ie., x € A°N B°. Esto proba que (AU B)¢ C A°N BC.

Sexa agora x € AN B°. Entén x € A°ex € B°, ouben, x ¢ Aex ¢ B. En
consecuéncia, r ¢ AUB e x € (AU B)¢. Esto proba A°N B C (AU B)°, e daquela,
(AU B)¢ = A°N B-. O

Definicién 2.4.4. Dados dous conxuntos A e B, chama—se produto cartesiano de A
por B ao conxunto

Ax B={(a,b); ac A, be B}.
Notemos que a igualdade nun produto cartesiano A x B esta dada como segue:
(a,b) = (c,d) ©a=ceb=d.

Na seguinte figura representamos o produto cartesiano de dous intervalos de R.

Do latin “it est”.
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Exemplo 2.5. Suponamos que A = {o,u} e que B = {a,e,i,0,u}. O produto
cartesiano de A por B é o conxunto

A x B ={(o,a),(0,¢e),(0,1), (0,0), (0,u), (u,a), (u,e), (u,i), (u,o0), (u,u)}.

A definicién de produto cartesiano pode—se extender a mais de dous conxuntos: se

Ay, Ay, ..., A, son conxuntos, entén
Ay X Ay x - x Ay ={(ar,a9,...,a,); a1 € Ay, as € As, ..., a, € A}
Un caso desta situacion é por exemplo:
RxRx---xR=R".

No conxunto A; X Ag X -+ - X A,, tamén se verifica que (ay, as, ..., a,) = (b1, b2, ..., by,)

se esosea =by,ay,="0by,...,a,=b,.
2.5. Exercicios e problemas

Exercicio 2.1. Determine—se se as seguintes afirmaciéns son verdadeiras ou falsas.

a) 0 cCo.
b) 0 € 0.
c) O c{0}.
d) 0 e {0}
e) {0} C 0.
f) {0} € 0.
g) {0} c {0}.
h) {0} € {0).
i) {z,y; C{z,y, 2, {z,y,2}}.
) {z,y} e{zy, 2 {2y, 21}
k) {z,y} C{z,y,z {{z,y}}}.
D {z,y}; € {z,y. {{z,9}}}.
m) {z,y} € {z,y,2 {z,y}}
Exercicio 2.2. Que se pode dicer de dous conxuntos A e B se
a) ANB=A?
b) AUB = A?
c) ANB=AUB?

Exercicio 2.3. Suponamos que A, B e C son elementos de P(X) para un certo
conxunto X. Demonstre-se que se ANC =BNCe ANC* = BNC°entén A = B.

Exercicio 2.4. Sexa A = {(}. Sexa B = P(P(A)). Determine-se se as seguintes
afirmacions son verdadeiras ou falsas:

a) 0 € B.

b) 0 C B.
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c) {0} € B.
d) {0} c B.
e) {{0}} € B.
f) {{0}} c B.

Exercicio 2.5. Sexan A, B e C, subconxuntos dun conxunto X. Probe-se que:
a) (A\B)\C=A\(BUOQO).

b) (A\B)\C = (A\C)\B.

c) (A\B)\C=(A\C)\(B\C).

Exercicio 2.6. Sexan A e B dous conxuntos. Determine-se se as seguintes afir-

macions son verdadeiras ou falsas:

a) P(ANB) =P(A)NP(B).
b) P(AUB) = P(A) UP(B).

Exercicio 2.7. Sexa A un conxunto. Determine—se se as seguintes afirmaciéns son

verdadeiras ou falsas:

a) P x A=A
b) P(A x A) = P(A) x P(A).

Exercicio 2.8. Sexan A, B e (', subconxuntos dun conxunto X. Determine-se se a

seguinte afirmaciéon é verdadeira ou falsa:

BC(ANBNCYU(ANBNC)U(A°NB).
Exercicio 2.9. Sexa

X ={0,{0},{0,{0}}, =, {=},0}

Cal das seguintes afirmaciéns é falsa?

a) P(P(X)) ten 25 elementos.
b) {0} € P(P(X)).

c) {z} € P(X).

d) {{z}} C P(X).

Exercicio 2.10. Sexan A, B e (', subconxuntos dun conxunto X. Cal das seguintes

afirmacions é verdadeira?

a) (A\ B)U(ANB) # A.
b) P(AUB) =P(A)UP(A).
c) ANB=ANC= B=C.
d) {0,2,2}\0=1{0,2,z}.
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TEMA 3
Aplicacions

3.1. Conceitos de relacién e aplicaciéon

Definicién 3.1.1. Unha relacién R dun conxunto A nun conxunto B é un subcon-
xunto R do produto cartesiano de Ae B: R C A x B.

Exemplo 3.1. Sexan A = {a,b} e B ={1,2,3}. Daquela, x4 sabemos que o produto
cartesiano A x B dos conxuntos A e B é o conxunto

Ax B ={(a,1),(a,2),(a,3),(b,1),(b,2), (b,3)} .
Portanto, unha relaciéon R de A en B pode ser, por exemplo,

R={(a,3)},
ou ben
R={(a,1),(b;2)},

ou calquer outro subconxunto que elixamos do conxunto A x B. Sen embargo o conxunto

{(2,0)}
non é unha relacién de A en B pois non é subconxunto de A x B.

Definicién 3.1.2. Sexa R unha relaciéon dun conxunto A nun conxunto B. Di-se
que un elemento a € A esta relacionado cun elemento b € B, e denota-se por aRb, se
(a,b) € R.

Definicién 3.1.3. Unha relacién nun conxunto A é un subconxunto R do produto
cartesiano de Ae A: RC A x A.

Definicién 3.1.4. Sexan A e B dous conxuntos. Unha aplicacién (ou funcién)
definida sobre A con valores en B (abreviadamente, unha aplicaciéon de A en B) é unha

relacién de A en B na cal cada elemento de A esté relacionado cun tnico elemento de B.

Notacion 3.1.1. Se f é unha aplicacién de A en B se, denotard—se por f: A — B
ou AL B,

Definicién 3.1.5. Sexa f: A — B unha aplicacion e sexa a € A. O tnico elemento b
tal que a estd relacionado con b recebe o nome de imaxe de a por f e denota—se b = f(a).
Dird—se tamén que a aplicacién f asigna f(a) ao elemento a ou que f leva a en f(a).

Mediante f(A) denotard—se o conxunto

f(A) ={f(a); ac A}.

19
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Exemplo 3.2. Consideremos A = B = R. A aplicacion exponencial
frzeR— f(x)=€e"€R

é efectivamente unha aplicacion de R en R.
Sen embargo, a correspondéncia

r — In(z),

onde In(z) denota o logaritmo neperiano de x non é unha aplicacién de R en R porque

non esté definido sobre R o logaritmo neperiano dos nimeros reais non positivos.

Definicién 3.1.6. Sexan A, B e C' conxuntos e suponiamos que C' é un subconxunto
de A. Definen—se

i) A aplicacién inclusién de C' en A como:

’icZC—>A

c—ic(c) =c.
ii) A aplicacién identidade de A como:

ZdAA—>A

a— ida(a) =a.
iii) A aplicacién restricién dunha aplicacién dada f: A — B a C' C A como:

f|c C — A
¢ — fio(e) = f(c).
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3.2. Grafo dunha aplicacién

Definicién 3.2.1. Se f: A — B é unha aplicacion, di-se que A é o dominio de f e
que B é o codominio de f. Define, alids, o grafo de f como o subconxunto do produto

cartesiano A x B dado por
I'(f)=A(a, f(a)); a € A}.
3.3. Composicion de aplicaciéns

Definicién 3.3.1. Sexan f: A — B e g: B — C duas aplicacions. Define-se a
aplicaciéon composicién de f con g e denota—se por g o f (f composta con g) como a

aplicacion de A en C' que asigna a cada elemento a € A o elemento
(g0 f)a) =g(f(a)).

Un xeito grafico de escreber a composicién g o f é a seguinte:

gof: A S, 4, C
a — fla) — g(f(a)).
C
B
A
f f(4) g
a f(a) 9(f(a))=gof(a)

3.3.1. Aplicacidons inxectivas, bixectivas e sobrexectivas.

Definicion 3.3.2. Sexa f: A — B unha aplicacion.

i) Di-se que f é unha aplicacién inxectiva se a elementos distintos de A corresponden—
lle imaxes distintas en B, i.e., se

v,y €A xFy= f(z)# [(y)
ou, equivalentemente, se
vyeA flx)=fly)=z=y.

ii) Di—se que f é unha aplicacién sobrexectiva se todo elemento de B é imaxe dalgin
elemento de A, i.e., se

Vb e B existe a€ A; f(a)=0b.
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iii) Di-se que f é unha aplicacién bixectiva se f é ao mesmo tempo inxectiva e so-

brexectiva, i.e., se

Vb € B existe un unico a € A; f(a) =0.

Exemplos 3.1. Consideremos as funciéns reais dunha variable real
firzeR = fi(z) =2 € R,
forz € R— fo(x) =" €R,
fa:z € R — fa(x) =2’ € R.

Entén, f; non é inxectiva (por exemplo, f1(1) = fi(—1)) nen sobrexectiva (non existe
x € R tal que fi(z) = —1).

Por outra banda, f, é inxectiva (e = eV = x = y) mas non é sobrexectiva (non
existe x € R tal que fo(z) = 0).

Finalmente, f; é inxectiva (se 2> = y* entén = y = v/x3) e sobrexectiva (dado
y € R existe z = ¥y tal que f3(z) = (¥/y)* = y) e portanto f3 é unha aplicacién
bixectiva.

Proposicion 3.3.3. Sexan f: A — B e g: B — A duas aplicacions tais que go f =

idy. Enton f € inxectiva e g € sobrexectiva.

DEMONSTRACION. Supofiamos que z, y € A son tais que f(x) = f(y). Entén, por
ser g unha aplicacién e go f = id 4 resulta que x = (go f)(x) = (go f)(y) = y. Daquela,
f é inxectiva.

Por outra parte, dado = € A existe y = f(z) € B tal que g(y) = (go f)(x) = z. En

consecuéncia, g ¢ sobrexectiva. O

Corolario 3.3.4. Sexan f: A — B eg: B — A duas aplicacions tais que go f = id 4

e fog=1idg. Enton, f e g son bizectivas.

DEMONSTRACION. Se go f = id4 ten—se, da proposicién anterior, que f é inxectiva e
g é sobrexectiva. Se fog = idg, tamén do resultado anterior, segue—se que g é inxectiva

e f é sobrexectiva. Portanto, ambas aplicaciéns son bixectivas. O

3.4. Aplicacion inversa

Sexa agora f: A — B unha aplicacion bixectiva. Enton, dado a € A, existe un tinico
b € B tal que f(a) = b. Pode-se portanto definir unha aplicacién g: B — A do seguinte
xeito: dado b € B, define—se g(b) como o tnico elemento a € A tal que f(a) = b. Esta
aplicacion g asi definida verifica que go f = id4 e f o g = idg e portanto, segundo o

corolario anterior, é bixectiva.

Definicién 3.4.1. A aplicacién g da discusiéon anterior chama—se aplicacién inversa

da aplicacién bixectiva f e denota-se g = f~L.
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Exemplo 3.3. Suponamos que temos as funciéns
f:R—R, g:R—R,

definidas por
fl@)=z-1 gly)=y+1.

Entén, g = f~! x4 que

(go f)lx) =g(f(z)) =g(z =1) =2 =1+ 1=z =idr(z)

(fog)y) =flg(w) = fly+1) =y+1-1=y=idr(y).
Definicién 3.4.2. Sexa f: A — B unha aplicacién e sexan X C Ae Y C B.
Define—se o conxunto imaxe de X por f como o subconxunto de B dado por
JX)={f(z); z e X}.
Define—se, ademais, o conxunto imaxe reciproca de Y por f como o subconxunto de A

dado por
fiY)={a€A; fla) €Y}

Exemplo 3.4. Sexa a aplicacién

f:00,2] = R
definida por
f@) = (@ —1)2.
A sua grafica estd dada por:
1
...... i é
Enton,
f([0,1]) = [0,1],
f([0,2]) = [0,1],
o = {1},
{1 = 10,2},
)
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3.5. Exercicios e problemas

Exercicio 3.1. Ache—se un exemplo de conxuntos A e B con mais de catro elementos,
e unha funcién f : A — B que, en cada caso, verifique:

a) f non é inxectiva nen sobrexectiva.
b) f é inxectiva e non é sobrexectiva.
c) f non é inxectiva e si é sobrexectiva.

d) f é inxectiva e sobrexectiva.

Exercicio 3.2. Para cada unha das seguintes funciéns f : R — R determine-se se a

funcion ¢ inxectiva e/ou sobrexectiva. Caso de non ser sobrexectiva determine-se f(R).

a) f(r) =z +6.
b) f(x) =2z -4
c) flx) =—x—2
d) f(z) =22
e) f(z)=a*+=x
f) f(x) = a3
Exercicio 3.3. Dadas as funciéns f,g: R — R definidas por
1
f@):m gla) = a® + 3z + 4,

calcule-se fogego f.

Exercicio 3.4. Sexan f e g duas aplicacions bixectivas e tais que existe g o f.
Demonstre-se que g o f é bixectiva e que ademais (go f)™1 = f~log™!.

Exercicio 3.5. Probe-se que se unha aplicacién f ¢é bixectiva, entéon a aplicacién
f~! tamén é bixectiva e ademais (f~1)~! = f.

Exercicio 3.6. Sexan f : A — B, g: B — C e h: C — A aplicaciéns tais que

hogo f é inxectiva, go f o h é sobrexectiva e f o ho g é sobrexectiva. Demonstre-se que
f, g e h son bixectivas.

Exercicio 3.7. Sexan f, g e h funciéns de N en N definidas por:

2, n=2k,
1, n=2k+1.

f(n)=n+1, g(n) = 2n, h(n) =

Estude—se o cardcter inxectivo e sobrexectivo de f, g e h. Determinen—se

folf, fog, gof, goh, hog, (fog)oh.

Exercicio 3.8. Estude—se a verdade ou falsidade das seguintes afirmacions:

a) A aplicacién f: N — N dada por f(z) = 2%+ 1 é inxectiva.
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b) A composicién das aplicaciéns f(z) =2r+1leg(x) =2 +x+146
go f(z) =42 + 6z +3.
c) Sexan A e B conxuntos cun nimero finito de elementos e sexan f: A — B, g :
B — A aplicaciéns inxectivas. Entén existe unha aplicacién bixectiva h : A — B.
d) Sexan f,g : R — R aplicaciéns definidas por f(z) = az + b, g(z) = cx + d. Se
ad+b=cb+dentén (go f) = (foyg).
Exercicio 3.9. Sexa X un conxunto e ® : P(X) — P(X) unha aplicacién tal que
para caisquer A, B € P(X), verifica—se que
AUD(A)UD(P(B)) =P(AUB)\ (0).
Cal das seguintes afirmaciéns é certa?
a) (X)) #X.
b) ® é inxectiva.
c) ¢(0) = 0.
d) (0(0)) # 0.

Exercicio 3.10. Sexa E un conxunto e A, B subconxuntos de E. Sexa

f:PE)—P(A) x P(B)

a aplicacion dada por:
fY)=(YNAYnNB).
Cal das seguintes afirmaciéns é certa?
a) Se A esta contido en B¢, ent6n f é inxectiva.
b) Se f é sobrexectiva, entén AU B = E.
c) Se AUB=FEe AN B =10, entén f é bixectiva.
d) Se AN B # (), entén f é inxectiva.
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TEMA 4

Funcions elementais

No presente tema aborda—se o repaso de certo tipo de funcions, que serdn continua-
mente empregadas durante a titulacion. Entre as funciéns “elementais” achan—se as
funcions trigonométricas, exponenciais, logaritmicas, potenciais. Para cada unha de
elas, estudan—se as suas propriedades mais bésicas asi como a sua representacién grafica.
Presta—se especial atencion as funcions trigonométricas; neste caso repasan—se as razons
trigonométricas asi como as suas propriedades mais importantes.

Durante todo o tema entenderia—se que unha funcién é unha correspondéncia dun

subconxunto dos nimeros reais nun subconxunto dos niimeros reais:

f:ACR— BCR.

4.1. Conceito de funcién. Exemplos. Grafica dunha funcién

Comeza—se introducindo o conceito de funcién.

Definicién 4.1.1. Unha funcién f definida nun subconxunto A dos nimeros reais é
unha regra que asigna a cada elemento de A un e un s6 elemento de R.

O maior subconxunto A de R onde f esté definida denomina—se dominio de f, deno-
tado por Dom(A).

Dada unha funciéon f, normalmente é denotada por
fiACR~—R

onde A coincide co dominio de f.
Se x € A, entén ten asignado pola regra f un valor f(z) € R, denominado imaxe
de z por f. O conxunto de todas as imaxes f(x) para x € A denomina—se imaxe de f,

denotada por Im(f).

Exemplo 4.1. Para cada nimero real «, a regra que asigna a todos os x € R o valor

a é unha funcién (denominada funcién constante):
f:xeRm— f(z)=q.

O dominio de f é, neste caso, R e a imaxe de f é o conxunto que ten como tinico elemento

a

Im(f) ={a}.
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Exemplo 4.2. A regra que asigna a cada numero real x o mesmo nimero real é

unha funcién, denominada funcién identidade:
fireR— f(x)==z.
Neste exemplo, tanto o dominio como a imaxe de f é o conxunto dos niimeros reais.

Pode ser moi 1util conecer a representacion grdfica das funciéns. Comeza—se lem-
brando o conceito de grafo dunha funcién, dado na Definicion 3.2.1 —Capitulo 3—.

Definicién 4.1.2. Sexa
f:ACR~ f(x) eR,
unha funcién real dunha variable real. Define—se o grafo de f como o seguinte conxunto

L(f) = {(z, f(x)) [z € A},

que representa todos os pares da forma (z,y), con y = f(z) cando x recorre todos os
pontos de A.

Os elementos de I'(f) son pares de nimeros reais. Portanto, é natural representar
graficamente este conxunto como un subconxunto do plano.

Por exemplo, a gréfica da funcién constante
fizeR— f(z)=3,
ven dada no Gréfico 1.

GRAFICO 1. Gréfica da funcién constante f(x) = 3.

6
5
4

w

Ademais, a grafica da funcion
f:xeRw— f(z)=2a®

ven dada no Gréfico 2.
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GRAFICO 2. Gréfica da funcién f(z) = z°.
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4.2. Funcidns lineais e funciéns afins
Definicién 4.2.1. Denomina-se funcién lineal a unha regra da forma
frxeRw— f(x)=ax,
onde o é un nimero real. Denomina—se funciéon afin a unha regra da forma
frxeR— f(zx)=ax+ 0,
onde o e  son nimeros reais.

Exemplo 4.3. A funcién real dunha variable real definida por

f:xERt—>f(x)=2x+%,

¢ unha funcién afin, cuxa grafica ven dada no Grafico 3.

GRAFICO 3. Gréfica da funcién afin f(z) = 2z + 4.

4.3. Funcidéns potenciais inteiras

Definicién 4.3.1. Para cada nimero natural n = {1,2,...,} define-se a funcién

potencial mediante
frzeRw— f(x)=2a".

Exemplo 4.4. No Grafico 4 poden-se observar as graficas das funciéns potenciais

para os valores n = 1,2, 3, 4.
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GRAFICO 4. Graficas das funciéns potenciais para os valores n = 1,2, 3, 4.

X X2
1 1|
-1 l 1 -1 l 1
-1 -1
x3 x4
1| \ 1| J
-1 l 1 -1 l 1
-1 -1
Definicién 4.3.2. Para cada nimero natural non cero, n = {1,2,3,...,} define—se
a funcién potencial con exponente negativo mediante
n 1
Tt =—.
:L‘n
3e 27 res

Nos Graficos 5 e 6 pode—se observar o comportamento das funciéns x~
pectivamente.

GRAFICO 5. Gréfica da funcién f(x) = x73.
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GRAFICO 6. Gréfica da funcién f(x) = x~%.
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4.4. Funcidéns trigonométricas

Nesta seccion apresentan—se as principais funciéns trigonométricas. Para elo, fai-se

un breve repaso aos conceitos de angulo, asi como &s razons trigonométricas.
4.4.1. Angulo plano.

Definicién 4.4.1. Dada unha recta r do plano, o conxunto dos seus pontos e os de

cada unha das rexiéns en que a recta divide ao plano recebe o nome de semi—plano.

Nota 4.4.1. Duas rectas secantes dividen—se mutuamente en duas semi-rectas, cada

unha de elas contida nun dos semiplanos definidos pola outra recta.

Definicién 4.4.2. Sexan r e s duas rectas non opostas con orixen comun O, e sexan
A €re B € s. Denomina—se dangulo ZAOB ao conxunto dos pontos do plano contidos
nos dous semi—planos seguintes: aquel cuxo borde é a recta r e contén a B e aquel cuxo
borde ¢ a recta s e contén a A (vexa—se o Grafico 7).

O angulo designa—se dando os seus lados, r e s ou un ponto en cada lado e o vértice
no méio: ZAOB.

GRAFICO 7. Denomina-se dngulo ZAOB ao conxunto dos pontos do
plano contidos nos dous semi—planos seguintes: aquel cuxo borde é a recta

r e contén ao ponto B e aquel cuxo borde é a recta s e contén ao ponto A.

A

Nota 4.4.2. E frecuente facer un abuso de notacién e falar de angulo ao referir—se a
sua medida. En calquer caso é importante fixar—se que unha cousa é un angulo (porcién

do plano) e outra ben distinta é a sua medida.

Definicién 4.4.3. Denomina—se radian 4 medida dun angulo central dunha circun-

feréncia cuxo arco mide igual ao raio da circunferéncia (vexa—se o Grafico 7).

Nota 4.4.3. Da férmula da lonxitude da circunferéncia é simples obter que 7 radians
son 180 graus. Con esta relacion entre radians e graus ¢ moi doado, mediante unha
simples regra de trés, ter as conversions entre graus e radians, tal e como se indica no

Grafico 9.
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GRAFICO 8. Denomina-se radidn 4 medida dun dngulo central dunha cir-

cunferéncia cuxo arco mide igual ao raio da circunferéncia.

GRAFICO 9. Algunhas conversiéns entre graus e radidns

Graus | Radians
360 21
180 s

90 /2
60 /3
45 /4
30 /6

Exemplo 4.5. Facendo uso da mencionada proporcionalidade entre graus e radians
é simples obter que son 135 graus equivalen a 37/4 radidns e que 47 /5 radidns son 144

graus.

4.4.2. Razodns trigonométricas. A continuacién definen—se as principais razons
trigonométricas —seno, coseno, tanxente, cotanxente, secante, cosecante— e as suas
funciéns inversas. Para elo fard—se repetida referéncia ao deseno incorporado no Grafico
10.

Definicién 4.4.4. Denomina—se seno do angulo « ao seguinte ntimero real:

PM
senq = — |
r

resultado de dividir a lonxitude do cateto oposto entre a lonxitude da hipotenusa.

Definicién 4.4.5. Denomina-se coseno do angulo a ao seguinte ntimero real:

oM
cosq = —,
r

resultado de dividir a lonxitude do cateto adxacente entre a lonxitude da hipotenusa.

Nota 4.4.4. Cumpre fixar-se que as razéns trigonométricas non tenen unidade de

medida. Simplesmente os seus valores son niimeros reais.
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GRAFICO 10. Deseno empregado nas definiciéns de seno, coseno, tanxen-

te, cotanxente, secante e cosecante dun angulo «.

SR

Nota 4.4.5. Da propria definicion de sen « e cosa ten—se que ambos valores son
sempre menores ou iguais que 1. Ademais, se o dngulo a mede 0 radians, entén sen o = 0

e cos a = 1; por outra banda, se o 4ngulo a mede 7/2 radidns, entén sen a = 1 e cos o = 0.

Nota 4.4.6. De seguido obten—se un resultado moi importante, que recebe o nome
de relacién fundamental da trigonometria. Das definiciéons de sen « e cos a,

) PM? OM?

sen” a = s COS2 a =

)

r2 r2

de xeito que

PM?  OM? PM?+ OM?
T T 2 :
r r r
Portanto, empregando o teorema de Pitdgoras (PM? + OM? = r2),

sen2 o+ cos2 o=

sen®a +cosla=1.

Definicién 4.4.6. Denomina-se tanxente do dngulo o ao seguinte niimero real:
PM

OM’

resultado de dividir a lonxitude do cateto oposto entre a lonxitude do cateto adxacente.

tana =

Definicién 4.4.7. Denomina-se cotanxente do angulo a ao seguinte niimero real:
OM

M

resultado de dividir a lonxitude do cateto adxacente entre a lonxitude do cateto oposto.

cota =

Definicién 4.4.8. Denomina-se secante do angulo a ao seguinte ntmero real:
r
oM’
resultado de dividir a lonxitude da hipotenusa entre a lonxitude do cateto adxacente.

seca =
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Definicién 4.4.9. Denomina-se cosecante do angulo o ao seguinte ntimero real:
r

PM’
resultado de dividir a lonxitude da hipotenusa entre a lonxitude do cateto contiguo.

csC o =

Nota 4.4.7. Outra propriedade importante é que o valor das razdns trigonométricas
dun angulo depende unicamente da medida do angulo e non das lonxitudes dos segmentos
considerados para limitar a porciéon do plano.

En efeito, se a é un angulo dos trés triangulos rectangulos ODA, OHM e OIT que
aparecen no Grafico 11, entén, os trés triangulos son semellantes pois tefien dous angulos
iguais. Daquela, os seus lados homélogos son proporcionais:

OD OH Ol
OA  OM OT’

DA HM IT

AO  OM OT
que indica que o seno do angulo a depende unicamente da medida do angulo e non das
lonxitudes dos segmentos considerador para limitar a porciéon de plano, tal e como foi

enunciado.

GRAFICO 11. O valor das razéns trigonométricas dun dngulo depende

unicamente da medida do angulo.

O D H I

Nota 4.4.8. Como consecuéncia da nota anterior, pode—se supor sempre que r = 1.
Daquela, atendendo ao Grafico 12,
1

Y x
, cotax=—, seca=—, cCsCa=—.

sena =1y, cosa=2x, tana= =
x Y z Y

Exemplo 4.6. Se a é un angulo caisquer, é doado conecer os sinais das funciéns
seno e coseno sabendo a que cuadrante pertence o dngulo:

1. Se a estd no primeiro cuadrante tanto o seno como o coseno de « son nimeros
reais positivos.
2. Se a é un angulo do segundo cuadrante, entén o seu seno é positivo e o coseno de

a é negativo.
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GRAFICO 12. Razdns trigonométricas para r = 1.

3. Se a esta no terceiro cuadrante tanto o seno como o coseno de v son numeros reais
positivos.

4. Se o é un angulo do segundo cuadrante, entén o seu seno ¢é negativo e o coseno de
« é positivo.

Exemplo 4.7. Sexa a un angulo do terceiro cuadrante tal que cosa = —%. Con
obxecto de calcular as demais razons trigonométricas de o empregamos a relacién fun-

damental da trigonometria circular
2 20\ _
sen”(a) + cos*(a) =1

para deducir que

de xeito que

2v2
-+57

existindo duas positidades para sen(a). Ora ben, x4 que a é un dngulo do terceiro

sen ()

cuadrante, entén o seu seno ten que ser negativo, polo que

2v2
sen(a) = ———.
3
Unha vez calculado o valor de sen(«) o resto das razéns trigonométricas deducen—se de

modo simples.

4.4.3. Valores das razdns trigonométricas de 7/3, 7/4 e 7/6. Existen certos
valores das razéns trigonométricas que son especialmente tteis. A continuacién deducen—
se os valores das razdéns trigonométricas de a para a = 7/3, a = /4 e a = /6.

En primeiro lugar, indicar que ao ser angulos do primeiro cuadrante, ten—se que todas

as suas razons trigonométricas son positivas. Comeza—se calculando os valores nos casos

/3 e /6.
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Considera—se un triangulo equilatero onde todos os seus lados meden 1 (e os dngulos
internos m/3). Traza—se unha altura (que coincide coa bisectriz), resultando dous tridn-
gulos rectangulos e dous dngulos de medida 7/6 (vexa—se o Gréfico 13).

GRAFICO 13. Razdns trigonométricas para « = /3 e a = 7/6.

Sexa z a lonxitude desta altura. En virtude do Teorema de Pitégoras,
1 2
1= ? +x

de xeito que, por ser z unha lonxitude (portanto, un nimero positivo),

V3

r=—.
2

Das definiciéns de seno e coseno, obten—se

senm/3 = +/3/2 cosm/3=1/2 tan7/3 = /3 cot /3 =+/3/3
senm/6=1/2 cosm/6 = +/3/2 tanm/6 = \/3/3 cot /6 = /3

No caso das razons trigonométricas para a = /4, considera—se un cadrado de lado
¢ = 1. As diagonais do cadrado meden v/2, empregando de novo o Teorema de Pitégoras.

Dita diagonal é, ao mesmo tempo, bisectriz dos dngulos (vexa—se o Grafico 14). Daquela,

senm/4 =cosm/4=1+2/2, tanw/4d=cotn/d=1, secw/4=cscm/4=2.

GRAFICO 14. Razons trigonométricas para a = /4.

TU4

T14 TU2
i
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4.4.4. Reducion de angulos ao primeiro cuadrante. Conecendo os valores das
razons trigonométricas de 0 a 7/4, é posible deducir todas as demais, empregando as
distintas reduciéns enunciadas de seguido.

4.44.1. Angulos complementdrios.

Definicién 4.4.10. Di—se que « e /3 son dngulos complementarios cando a+3 = 7/2.

GRAFICO 15. Di-se que a e (3 son dngulos complementarios cando o + 3 = 7/2.

Atendendo ao deseno do Grafico 15, é simples observar que
sena = HP = OJ = cos = cos <g —oz) ,
cosa = OH = JP = sen [ = sen <g —a) .
En consecuéncia,
T 0
tan a = cot (5 — a) ,  cota = tan (5 — oz) ,

™ ™
seC @ = CSC 5—0[ s CSC &x = SsecC 5—0[ .

4.4.4.2. Angulos suplementdrios.
Definicién 4.4.11. Di—se que « e 3 son angulos suplementarios cando a + 3 = 7.
Neste caso, no deseno do Gréfico 16, nos triangulos OHP e OT(Q observa—se que,
OT =—-0OH, QT = PH,
de xeito que
sena = PH =sen(m — ), cosa=OH = —cos(m —«).
En consecuéncia,

tana = — tan(m — a) , cotaw = —cot(m — ) .
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GRAFICO 16. Di-se que a e 3 son dngulos suplementdrios cando o + 3 = .

GRAFICO 17. «a e 3 son dngulos cuxa diferenza é 7.

T+

4.4.4.3. Angulos cuxa diferenza € w. Neste caso, no desenio do Gréfico 17, nos trian-
gulos OBP e ODP’ observa-se que,

OD = —OB, DP' = —BP,
polo que
sen(m +a) =DP'= —BP = —sena, cos(m+a)=0D=—0B = —cos(m + a).
Portanto,

tan(m + a) = tana, cot(m + a) = cot v,

sec(m+a) = —seca, cse(m+a)=—csca.
4.4.4.4. Angulos opostos.

Definicién 4.4.12. Di—se que «a e ( son angulos opostos cando a + 3 = 2.
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GRAFICO 18. Di-se que a e 3 son angulos opostos cando a + 3 = 27.

21-0Q

©)
Q

Neste caso, no desenio do Grafico 18, nos tridngulos OTP e OTP’ observa-se que,

TP = —TP’,

motivo polo que
—TP = —sena,

sen(2m — ) = sen(—a) = TP' =

cos(2m — a) = cos(—a) = OT = cos .

En consecuéncia,
= —cota,

cot(2m — o) =

cse(2m — o) = —csca

tan(2m — o) = —tan«,

sec(2m — a) = —seca,

4.4.5. Funcions trigonométricas. Unha vez que estan definidas as razéns trigo-

nomeétricas para un angulo « dado, é posible definir as correspondentes funcions seno,
coseno, tanxente, cotanxente, secante e cosecante. Por exemplo, a funcién seno esta

definida mediante
sen:a € R—sena € [-1,1].

Da funcién seno, definida para todos os ntimeros reais « estan xa calculados os seguintes

valores

0|n/6| n/4 | «/3 |7/2 |7 |37/2|2%
01/2(v2/2]v3/2] 1 [0 =1 |0

sen «

E posible representar graficamente a funcién sen «r, cuxo resultado aparece no Grafi-
co 19, para a € [—10, 10]. Observe-se “certa peridiocidade” no desefio da funcién sen a.
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GRAFICO 19. Gréfica da funcién sen a para o € [—10, 10].

1

\ 0.5
-10 -5 5 0

-\0.5

<1

Exemplo 4.8. De seguido obten—se o dominio e o rango da funciéon tanxente. Posto

que
sen o
tano =

cosa’
e x4 que as funcions seno e coseno non se anulan simultaneamente, a funcién tanxente,

definida como un cociente, non estd definida (non é un valor real) para os valores de «

nos que o denominador é cero, i.e.
™
a=g +kr, kel.

Ademais, pese a que tanto o seno como o coseno son funciéns limitadas (toman valores
unicamente entre —1 e 1), no caso da funcién tanxente a medida que a é mais proximo
a /2, con valores menores que 7/2, tanto o seno como o coseno son positivos; o seno
cada vez toma valores mais proximos a 1 e o coseno mais proximos a cero, de xeito que o
cociente cada vez é mais grande (tende a +00). Ora ben, se os valores de « son maiores
que /2 e cada vez mais préximos a dito valor, por un lado ten—se que sen « é positivo e
cercano a 1, e polo outro que cos « é negativo e préximo a cero. Deste xeito, a medida
que « se achega a 7/2 por valores maiores que 7/2, a tanxente de « cada vez toma valores
mais grandes en valor absoluto e negativos (tende a —o00). Se av = 0, entén obviamente
tana = 0. En consecuéncia, o rango da funciéon tanxente é R e a sua representacion

grafica ven dada no Grafico 20.

GRAFICO 20. Gréfica da funcién tan(z).

30 ¢t
20 ¢

J 10 |
6 |F&2 -2 4 |/ 6
-10 |

-20 1

-30 1
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4.4.6. Funciéns trigonométricas inversas. Baixo certas hipéteses (vexa—se a
Seccién 3.4) é posible definir a funcién inversa f~! dunha funcién dada.

No caso das funciéns trigonométricas, ten—se que tanto a funciéon seno, a funcién
coseno como a funcién tanxente son mondtonas crescentes en determinados intervalos.

Portanto, é posible introducir as seguintes funcions.

Definicion 4.4.13. Define-se a funcién arco cuxo seno é x
frxe|-1,1]— f(x) = arcsen(z),
do seguinte xeito: arcsen(x) é tinico valor y € [—7/2, /2] tal que sen(y) = x.
Definicién 4.4.14. Define-se a funcién arco cuxo coseno é x
f:xe[-1,1]— f(x) = arccos(x),
do seguinte xeito: arccos(z) é tinico valor y € [0, 7] tal que cos(y) = =.

Nota 4.4.9. En xeral, para a representacion grafica da inversa dunha funcién f que
x4 estd desenada pode—se proceder de dous xeitos (realmente equivalentes).

A primeira opcién consiste en xirar o papel onde estda o grafico duas veces: unha
primeira, meia volta, tomando como eixo o borde esquerdo do papel; deste xeito tera—se
o eixo OX apontando & esquerda e QY igualmente orientado; o segundo xiro é de 7/2
en sentido horario; deste xeito terd—se permutado o papel de OX e OY. Como exercicio
elemental, plantexa—se representar graficamente a funcién arccosz en [0, 7].

Outra opcién consiste en representar sobre o mesmo grafico no que aparece f a recta
y = x. A continuacién reflicten—se os pontos de f através desta nova recta, obtendo
a funcién inversa de f. No Grafico 21 descrebe-se este proceso para o caso particular
f(x) =senz.

GRAFICO 21. Gréfica da funcién arcsen(x).

Por suposto, en calquera das duas opciéns é posible facer de novo o proceso, calcu-
lando deste xeito a inversa da inversa que, por suposto, é a funcién de partida.
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Evidentemente, se © € [—1, 1], entén
sen(arcsen(x)) = x, cos(arccos(x)) = x
Definicion 4.4.15. Define-se a funciéon arco cuxa tanxente é x
frxe[-1,1]— f(x)= arctan(z),
do seguinte xeito: arctan(z) é unico valor y € [—m/2,7/2] tal que tan(y) = .
Evidentemente, se x € R, entén
tan(arctan(z)) = x.

A Griéfica da funcién arctan(z) aparece no Grafico 22.

GRAFICO 22. Gréafica da funcién arctan(z).
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4.4.7. Resolucién de triangulos. Trata—se de obter todos e cada un dos elementos
dun tridngulo (trés lados —a, b e c— e trés dngulos —a, (5 e yv—). Para este tipo de

problemas empregan—se as seguintes ferramentas:

1. Teorema de Pitagoras,

2. Trigonometria,
3.atf+y=m,

4. Teoremas do seno e do coseno,

das cais s6 a ultima non é ainda conecida.

4.4.7.1. Teorema do coseno. No triangulo do deseno do Grafico 23, o vector Z;podefse

expresar como a soma dos vectores d e ¢

b=a+¢.

—

Denotando por a, b e ¢ as lonxitudes dos lados dados polos vectores a, b e C, e
operando resulta:

a?=b+c—2bccos(b, ).



4.5. FUNCIONS EXPONENCIAIS E LOGARITMICAS 43

GRAFICO 23. No tridngulo do deseno observa—se que o vector b pode—se

expresar como a soma dos vectores a e C.

4.4.7.2. Teorema do seno. Neste caso enuncia—se o resultado unicamente, se ben
cumpre indicar que para a sua proba é necesario distinguir tres casos: triangulos acutan-
gulos, triangulos obtusangulos e triangulos rectangulos. Nos trés casos ten—se o mesmo
resultado, que referido ao deseno feito no Grafico 23 é
a b c

sena  sen3  senwy

4.5. Funciéns exponenciais e logaritmicas

Nesta seccion apresentan—se os dous tultimos tipos de funciéns elementais: as expo-
nenciais e as logaritmicas. Incluen—se nunha mesma secciéon pois unhas son as inversas

das outras.

4.5.1. Funcidéns exponenciais. Sexa a un ntimero real positivo (a > 0). E doado
de definir cais son as poténcias naturais de a,

=1, a'=a, a“=aa,...,

asi como as poténcias racionais de a, i.e. elevar o nimero real positivo a a unha poténcia

racional (fraccién). Por exemplo,

a?=va, o =a, o?=(Va), . ...

Neste caso, é ben conecido que

1
=1, da* =a", () =ad", a"=—, VrseqQ.
a

Non é tan doado, pola dificultade na interpretacién xeométrica, entender o significado

das poténcias reais de a, i.e. elevar a a calquer niimero real.

Definicién 4.5.1. Para cada nimero real a positivo, define-se a funciéon exponencial
de base a mediante
frxeR— f(x)=a" € R.

Nota 4.5.1. A continuacion estuda—se se a funcién exponencial de base a é crescente

ou decrescente dependendo do valor de a.

1. Evidentemente, se a = 1 a funcién é constante e igual a 1.
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2. Ademais, se a > 1, entén ¢® medra a medida que = medra; por outras palabras
f(z) = a” é crescente en todo o seu dominio. No Gréafico 24 estd representada a

funcién exponencial para o valor de a = 2.

GRAFICO 24. Gréfica da funcién f(x) = 27.
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3. Finalmente, se 0 < a < 1, entén a” é cada vez menor a medida que z medra, i.e.
f(z) = a® é decrescente en todo o seu dominio. No Grafico 25 estd representada
a funcién exponencial para o valor de a = 1/2.

GRAFICO 25. Griéfica da funcién f(x) = (1/2).

4

4.5.2. Funciéns logaritmicas. A tltima clase de funcions elementais que se intro-

ducen son as denominadas funciéns logaritmicas.

Definicién 4.5.2. Sexa a un nimero real positivo (a > 0) e dintinto de 1. A funcién

logaritmo de base a ven definida por

log, :r € RT —log,(r) =y e R

onde y ¢ o Unico ntmero real para o cal

a’ =x.
Nota 4.5.2. Da proépria definicién da funcién logaritmica en base a, ten—se que

log,1 =0,  log,(z-y)=1log,z+log,y.

Ademais, para x numero real positivo e y calquer niimero real,

log, ¥ = ylog, = .
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Finalmente,

Para a representacién grafica da funcién logaritmo en base a, é posible empregar as
propriedades anteriores ou ben simplesmente ter en conta que é a funciéon inversa da
funcién exponencial de base a e ter en conta calquera das duas opcions descritas na

seccién 4.4.6.

Nota 4.5.3. A continuacion estuda—se se a funcion logaritmica de base a é crescente
ou decrescente dependendo do valor de a.
1. Se a > 1, entén log,(x) é crescente en todo o seu dominio. No Gréfico 26 esta

representada a funcién exponencial para o valor de a = 3.

GRAFICO 26. Gréfica da funcién f(x) = logs(x).

2. Por outra banda, se 0 < a < 1, ent6n log, () é decrescente en todo o seu dominio.
No Gréfico 27 esta representada a funcién exponencial para o valor de a = 1/5.

GRAFICO 27. Gréfica da funcién f(r) = log; 5(x).
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4.6. Exercicios e problemas

Exercicio 4.1. Dadas as seguintes regras:
frxe ACR— f(x)
g:x € ACR~ g(z)

x )
Ve,
h:xeACR— h(z) =log(—|z|).
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Estude—se se son ou non son aplicaciéns. En caso afirmativo, indique—se o dominio e a

imaxe.

Exercicio 4.2. Representen—se graficamente as seguintes funciéns:
firxe ACR— f(x)=2+2,
g:zr€EACRm g(x) =21 +4,
h:z€ACRm hz)=(xr—1)%.

Exercicio 4.3. Representen—se graficamente as seguintes funciéns:
firxeACRw— f(z)=a+2,
g:x€ ACRw~ g(x) =3z,
h:xe ACRw— h(zx)=—-x+1.

Exercicio 4.4. Representen—se graficamente as seguintes funciéns

1
f:xGACRHf(a:):x_l,
1
h:xeACRHh(x):ﬁ.

Exercicio 4.5. Calculen-se os valores das seguintes razéns trigonométricas:

senbm/6, cosdrw/3, tandw/3, secw/4, csc2w/3, cotbmw/4.

Exercicio 4.6. Sexa « tal que 0 < o < /2 tal que sec « = 4. Calculen—se cos(a+),
cse(—a) e tan(m/2 — ).
Exercicio 4.7. Achen—se os valores de a para os cais
cos’a —cosa = 2.
Exercicio 4.8. Achen—se os valores de a para os cais
cosa+sena = 1.
Exercicio 4.9. Calcule—se

sen 27 /3 — 3tan 5w /3 4 cosm — 2 cot 4w/3 .

Exercicio 4.10. Sabendo que senacosa = 0 e que o € [0,7/2], cal das seguintes
afirmacions é correcta?

l.a=0ea=m/2.

2. a=0.

3.a=0o0ua=m/2

4. o =7/2.
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Exercicio 4.11. Indiquen—se os sinais das distintas razéns trigonométricas para an-
gulos o nas seguintes situacions:

1. @ comprendido no primeiro cuadrante.
2. a comprendido no segundo cuadrante.
3. a comprendido no terceiro cuadrante.

4. o comprendido no cuarto cuadrante.

Exercicio 4.12. Indiquen—se os valores das distintas razéns trigonométricas para os
seguintes angulos «: 0, 7/2, 37/2 2m, 4.

Exercicio 4.13. Cubra-se a tabela dada no Grafico 28
GRAFICO 28. Tabela do Exercicio 4.13

0|n/6|nw/4|7/3|7/2 |7 |3m/2|2m

COS @

Exercicio 4.14. Represente—se graficamente a funcién coseno
cos:a € R cosa € [-1,1].
Exercicio 4.15. Representen—se graficamente as seguintes funciéns

f:xe ACR— f(x)=sen(2z),
g:x € ACR— g(x) =2cos(z),
h:ze ACR~— h(z)

T

sen(zx + ),
r:xe€ACRw—r(r)=m+cos(z)

Exercicio 4.16. Probe-—se que

1+ tana

sec «

sen o + cosa =

Exercicio 4.17. Ache—se o dominio e o rango das funciéns cotanxente, secante e
cosecante. Representen—se graficamente ditas funciéns.

Exercicio 4.18. Calcule-se, se existir, un dangulo o para o cal
1 1
sena = —, cosa=—.
2 3
Exercicio 4.19. Sexa [ un angulo tal que 37/2 < ( < 2w, con tanf = —5.
Calculen—se as demais razéns trigonométricas de a.

Exercicio 4.20. Calcule—se, se existir, un angulo « para o cal

—1
—, senq = —

5

tana =
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Exercicio 4.21. Probe—se que

(sena + cosa)? = 1+ 2tanacos® a.

Exercicio 4.22. Simplifique—se, para os angulos a en que sexa posible,

COS2 «

1—sena

Exercicio 4.23. Determinen—se os valores de « para os cais

sena="Tcos?a— 5.

Exercicio 4.24. Calculen—se

sen(2 arcsen(x)), sen(2 arccos(x)) .

Exercicio 4.25. Calculen—se, se existir,

1.
2.
3.

tan(arccsc 2).
sen(arccos(—+/3/2)).

cos(arcsen(2)).

Exercicio 4.26. O valor de cos(wt + 7) ¢ igual a

1.

— cos(wt)

. cos(wt)
. 2 cos(2wt)

2
3
4.
3

. Nengunha das respostas anteriores é correcta.

1
— 2wt
2cos( wt)

Exercicio 4.27. Calcule-se o perimetro e a area do tridangulo isésceles onde o lado

desigual mede 40cm e os angulos iguais son de 75°.

Exercicio 4.28. ;Pode existir un tridngulo onde as lonxitudes dos lados sexan 10,

12 e 24 cm, respectivamente?

Exercicio 4.29. Calcule-se a drea dun triangulo cuxos lados meden 10, 12 e 13 cm.

Exercicio 4.30. Unha persoa conduce durante 150m ao longo dunha via inclinada

20° sobre a horizontal. A que altura esta en relacion co ponto de partida?

Exercicio 4.31. Representen—se graficamente as seguintes funciéns:

frreRw flz)=2"",
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Exercicio 4.32. Representen—se graficamente as seguintes funciéns

fixe ACRw— f(z) =log,(z—1),

g:x€ACR— g(x)=log |z — 1],
h:re ACRw~ h(z) =3+1n(z),
rrxre ACR—r(z)=In2z+1),

(z) =
s:x € ACRwm s(x) =

In(?).

Exercicio 4.33. Representen—se no mesmo deseno as seguintes funciéns

g:x € ACR—g(z) =z,

r-xe ACRw—r(r)=2¢",

t:x € ACR - t(z) =27,
1

a:xeACRHa(m’):E.

49

Exercicio 4.34. Sexa x un nimero real. Cal das seguintes afirmacions é verdadeira?

1. y = log e® sempre existe e o seu valor é x.

.y = log e” existe unicamente para numeros x positivos e o seu valor é x.

2
3. w = €8 sempre existe e o seu valor é x.
4

. €” é maior ou igual que un, calquer que sexa .

Exercicio 4.35. Cal das seguintes afirmacions é verdadeira?
1. 22 > e*, Yz € R.

2. 2 <z, Ve eR, 2 >0,

3. logx <e*, Vr e R, x > 0.

4. Existe un ntimero real x positivo tal que e* < 1.

Exercicio 4.36. Sexa « € [1/2,7]. Cal das seguintes afirmaciéns é verdadeira?

1. sena >0 e cosa > 0.
2.sena > 0ecosa < 0.
3.sena < 0ecosa > 0.

4. sena < 0ecosa < 0.
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TEMA 5

Derivadas e integrais

Neste Capitulo fai-se un breve repaso ao calculo de derivadas e integrais de funcions reais
dunha variable real. Tanto o conceito de derivada como o de integral son apresentados
coas suas interpretacions xeométricas. Ademais, fai—se especial fincapé na denominada

“regra da cadeia”, i.e. a derivacion dunha composicién de funciéns.

5.1. Derivadas

5.1.1. Conceito de derivada. A definicién clasica (Cauchy) de derivada ven dada
através dun limite dun cociente incremental, que ten as suas interpretacions tanto fisicas

como xeométricas.

Definicién 5.1.1. Sexa
f:(a,b) — R
unha funcién real dunha variable real. Sexa xy € (a,b). Di-se que a funcién f é derivable
no ponto g se existe e é un ntmero real o limite
x)— f(x
o S = fw)
z—zo X — Xg
Cando f sexa derivable no ponto xg, denotard—se por f’(zo) o valor do anterior limite, e

denominara—se derivada de f en xg.

Nota 5.1.1. Se o limite anterior existe cando x — g (respectivamente z — ),

denomina—se derivada lateral pola direita (respectivamente esquerda) de f en xy.

Definicién 5.1.2. Sexa f : I = (a,b) C R — R unha funcién real dunha variable
real e sexa J o conxunto dos pontos de I onde a funcién f é derivable. Define-se a

aplicacion derivada de f mediante
ffreeJCICRw— f'(z) eR.

Proposicién 5.1.3. Sexa f: I = (a,b) C R — R unha funcién real dunha variable
real derivable no ponto xog € I. Daquela, f é continua no ponto xg.

Nota 5.1.2. O reciproco do anterior resultado é, en xeral, falso. Por exemplo, a
funcién
frzeR— f(z) = |z]
é continua en xg = 0, pero non é derivable en x.

51
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GRAFICO 29. A funcién |z| é continua en todo R. Ademais, é derivable

en todo R menos no ponto 0.

5.1.1.1. Interpretacion fisica da derivada. Suponiamos que cofiecemos a posicion 7 (t)
en cada instante de tempo ¢ dun obxecto.

Empregando a célebre féormula para a velocidade para o movimento uniforme

v=-
t

onde e representa o espazo e t o tempo, é moi doado calcular a velocidade meia do
obxecto nun intervalo de tempo [to, t]:

A medida que o intervalo de tempo considerado é mais pequeno, o cociente anterior
vai tendendo ao valor da velocidade instantdnea do obxecto. Deste xeito, o valor da
velocidade no instante de tempo ¢y ven dado por
r(t) — r(to)

t—to t— 1ty
que non é mais que o valor da derivada da funcién de posicion do obxecto no ponto tg.
5.1.1.2. Interpretacion zeométrica da derivada. O valor da derivada dunha funcion
f nun ponto xy coincide co valor da pendente da recta tanxente & grafica da funcion f
no ponto xg.

En efeito, no Gréfico 30 ten—se a representaciéon da funcién y = f(x). Fixado un

ponto xg, Py = (z¢, f(20)), e outro ponto x # xy, ten—se un tridngulo rectangulo no cal

a altura ven dada polo incremento na variable y:
h= f(z) = f(zo),
e a base ven dada polo incremento na variable x
b=z —uxg.

Deste xeito, a tanxente do angulo (3 é

anp = )=o)

que representa a pendente da recta secante.
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GRAFICO 30. Interpretacién xeométrica da derivada. No deseno repre-

senta—se a recta tanxente & grafica da funciéon y = f(x) pasando polos

pontos (z, f(z)) e (zo, f(20)).

A medida que x tende a xy a recta secante vai tendendo & recta tanxente, de xeito
que o limite
@) = f)
T—x0 T — Zo
é o valor da pendente da recta tanxente & grafica y = f(x) no ponto Py.
5.1.1.3. Cdlculo de algunhas derivadas. De seguido calculan—se as derivadas de duas

funciéns elementais, interpretando ben xeométrica, ben fisicamente o valor da derivada.

1. No caso dunha funcién constante
frzeR— f(z)=a,

pode—se pensar que representa a posicion dun obxecto que estd todo o tempo
no mesmo ponto (non se move). Portanto, a sua velocidade é cero. Por outras

palabras, a derivada dunha funcion constante é a funciéon constante cero:

o) = tim L@ = S@0) o ama 2o
T—X0 r — I T—xT0 T — X T—X0

Xeometricamente é claro o valor da derivada da funcién constante. Neste caso,
a pendente das rectas secantes é sempre cero, de xeito que a pendente da recta
tanxente tamén é cero.

2. No caso da funcién identidade
fireR— f(zx)=1z,

a recta secante ligando dous pontos da recta é a prépria recta, de xeito que o
limite das secantes —tanxente & recta— volta a ser a recta, que ten pendente 1.
En consecuéncia, a derivada de f(x) é f'(x¢) = 1, en todo ponto zg.

Fisicamente, se un obxecto se despraza e sabe—se que a sua posicion en cada
instante de tempo t é t, entén a sua velocidade ten que ser v = 1, de xeito que a
derivada de f(z) =z é f'(z) = 1.
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Facendo as operacions do limite,

(z0) = o L) = f@0) T m

T—T0 T — 2o T—r0 T — X T—T0

5.1.2. Derivadas das funcions elementares. Empregando a definicién de deri-
vada dunha funcién nun ponto é posible obter as seguintes regras de derivacion.
5.1.2.1. Derivada da funcién potencial. Se f(x) =z a € R, entén f'(z) = az® .

Exemplo 5.1. Portanto, mediante simples aplicacién da anterior regra de derivacion

4

ten—se que a derivada da funcién f(z) = x* ven dada por f'(x) = 423 e a derivada da

funcién g(z) = 1 ven dada por ¢'(z) = — 2.

5.1.2.2. Derivada da funcion logaritmica. A derivada da funcién f(x) = log,(x), onde

a é un numero real positivo distinto de 1, ven dada por

f@) =

z In(a)

Exemplo 5.2. Aplicando a regra anterior ten—se que a derivada da funcién logaritmo

neperiano f(x) = In(z) ven dada por
111
xlne «x

f'(x)

x4 que Ine = 1. Ademais, a derivada da funcién logaritmo decimal g(z) = log,,(x) ven

dada por

11
2 Inl0’

g'(z)

5.1.2.3. Deriwada da funcion exponencial. A derivada da funcién f(z) = a®, onde a

¢ un numero real positivo, ven dada por

f'(z) = a”In(a) .

Exemplo 5.3. Neste caso, ao aplicarmos a regra de derivacién no caso da funcién
exponencial de base e, f(z) = e”, resulta

f'(x) =€e"lne=¢",

x4 que Ine = 1. Ademais, a derivada da funcién exponencial de base 2, g(z) = 2% ven
dada por

g () =2"In2.
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5.1.2.4. Deriwadas das funcions trigonométricas circulares. A continuacién indican—

se as derivadas das funcions trigonométricas

f(z) =sen(x) = f'(x) = cos(x),

g(x) = cos(x) = ¢'(x) = —sen(z),

h(x) = tan(z) = h' () o2 (1) =1+ tan*(2),

r(2) = cot(z) = () = ﬁ — (1 +cot?()),
= sec(x s'(z) = tan(z)

s(z) = sec(z) = s'(x) cos(z)

Hx) = sec(z) = t'(z) = %Eg)

5.1.3. Derivada dunha soma, produto por un escalar, produto, cociente e
composicion. Comeza—se indicando as derivadas das operaciéns alxébricas basicas con

funciéns e nimeros reais.

Proposicién 5.1.4. Sexan f,g: (a,b) C R +— R duas funcions derivables no ponto

a, e sexa A € R, enton

1. A soma das funcions f e g, f + g, € derivable en a e ademais
(f +9)(a) = f(a) + d'(a).
2. O produto do escalar A pola funcion f, \f, é derivable en a e ademais
(Af)(a) = Af'(a).
3. O produto das funcions f e g, fg, € derivable en a, e ademais
(f9)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a).
4. Se ademais g(a) # 0, entdn o cociente f/g € derivable en a e ademais

([)' _ ['(a)g(a) = f(a)g'(a)
9 (9(a))? '

Exemplo 5.4. Como aplicaciéon da proposiciéon anterior calculan—se as funcions de-

rivadas das seguintes funciéns:
fir€ACR— flo) =2 +30+1.

Neste caso, temos que f(z) é unha soma de trés somandos e sabemos derivar cada un
deles. En consecuéncia
f(x) =22 +34+0=2x+3.

O dominio de definicién de f'(x) volta a ser o mesmo que o da funcién f: toda a recta

real.
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Por outra banda, a funcién
g:x€ACR— g(xr) =2x sen(x)

é, por exemplo, o produto das funciéns 2x e sen x. Aplicando a regra de derivacién dun
produto de funciéns,
g'(z) = 2 sen(x) + 2x cos(z) .
Tanto a funcién g como a sua derivada tenen por dominio de definiciéon toda a recta real.
A funcién h definida por
x
a2 +1’

pode—se descompor en trés somandos; os dous primeiros son o resultado de poténcias

h:x€ACR~ h(r) =sen?(z) + cos®(z) +

das funcidns sen(z) e cos(z), mentres que o terceiro é un cociente. Aplicando as regras
respectivas a cada un dos somandos resulta
1(22+1) + 222

(22 + 1)2

As funcions seno e coseno estan definidas en todo R. Ademais, o terceiro somando tamén

B (z) = 2sen(x) cos(x) + 3 cos(z) (—sen(z)) +

ten por dominio todo R x4 que o denominador nunca pode ser cero. Daquela o dominio
de h é R e razoando dun xeito similar é doado verificar que tamén é o dominio de h'.

Finalmente, a funcién
r:xeACRw—r(r)=In(z)+ arctan(z) — tan(z) ,

¢ unha soma de trés somandos, onde o primeiro s6 esta definido para ntmeros reais
positivos, o segundo en todo R e o terceiro para os valores de = tais que cosz # 0.

Daquela, o dominio de r ven dado por
Dom(r) = {z € R[z >0, x#g+nw, n=0,1,2...}.

A derivada da funcién ten por expresion

1
! —

— (1 +tan?*(x)).

Xa foi visto na Seccién 3.3 o significado da composicién de funciéns. O seguinte re-
sultado, que serd de grande utilidade, é o relativo & derivada da composicion de funciéns.

Teorema 5.1.5 (Regra da Cadeia). Sexan
f:(a,b0) CR— R,
g:(c,d) CR—R,

duas aplicacions, de zeito que f((a,b)) C (¢,d). Se f é derivable en xy € (a,b) e g é
derivable en f(xo) € (¢,d) enton (go f) € di

(5.1.1) (g0 f)(z0) = g'(f(x0)) f'(x0) -

iferenciable en xq e
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Exemplo 5.5. Neste exemplo, aplica-—se a regra da cadeia para calcular a derivada

da funcién h definida mediante
h:x€ACR~ h(z)=sen(z?).

Para chegar a seno de x ao cadrado, primeiro temos que ter x ao cadrado e despois

calcular o seno. Portanto, a composicion que aparece é
f:reRw— f(z)=2°, g:weR~ g(w)=senw,
de xeito que

(go f)(x) = g(f(x)) = g(a?) = senx?.

Daquela, a derivada de h ven dada por
B (z) = cos(x?) 2z .

5.1.3.1. Deriwada da funcion inversa. Dada unha funcién f(z), x4 foi visto que en
determinadas ocasiéns é posible determinar a sua funcién inversa, i.e. outra funcién g(y)
tal que (fog)(y) =ye (g0 f)(z) ==z

Coa axuda da regra da cadeia é simples obter a derivada da funcién inversa en termos
da derivada da funcién f, x4 que derivando a igualdade (g o f)(z) = z resulta

g (f() fi(z) =1,
e, portanto, se f'(z) # 0, X
I =

i.e., a derivada da funcién inversa g no ponto f(x) é igual ao inverso da derivada da

funcién f no ponto x.
En xeral, é posible obter mediante aplicacion do resultado anterior as seguintes ex-

presions para as inversas das funciéns trigonométricas circulares

1
x) = arcsen(z) = f'(2) = ——,
@) = axcsena) = f'(x) = ———
1
x) = arccos(z) = ¢'(z) = ———,
ola) = axccos(x) = g/(a) = =
1
h(x) = arct = h'(r) = ——.
(x) = arctan(x) () e
Exemplo 5.6. Con obxecto de calcular o valor da derivada da funcién arcsen(x) no
ponto @, mediante aplicaciéon do resultado anterior, simplesmente temos en conta que

a funcién g(x) = arcsen(x) é a funcién inversa da funcién f(z) = sen(x), para a cal
sabemos que f(7/3) = @, f'(z) = cos(z) e, portanto, f'(r/3) = cos(w/3) = 1/2. En
consecuéncia
V3
/ /
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Obviamente, neste caso ¢ bastante mais doado calcular o valor da derivada empregando

a regra de derivacién da funcién arcsen(x):

/ _ 1 / \/g _ ]' _2
g(ﬂi)—ﬁ:ﬂq o )= - =2.

NSV

Derivada de Resultado
Funcién potencial

frxeDCR~— f(x)=2"€R

Funcion exponencial
f:rzeDCRw— f(z)=a”€R
Funcién logaritmica 11
f:zeDCRw f(x)=log,(z) € R

Funcién seno
f:rxe DCRw— Af(x)=senx € R
Funcién coseno
f:rxeDCRw f(zr)=cosz € R

i) = rar!

fl(xr) = —senx

Funcién tanxente , 9 1
f:xeDCRw— f(x)=tanz € R f(x):1+tanx:(3052x
Funcién cotanxente F(2) = —(1+ cot?z) = -1
f:xeDCRw— f(x)=cotz € R sen?
Funcién secante ,, tanw
f:xeDCR~— f(x)=secx € R f(@_cosx
Funcion cosecante Fa) = —cotx
f:rxeDCRw f(zr)=cscx € R sen x
Funcién arco seno 1

() =

f:xeDCRw f(zr) =arcsenx € R V1—22
Funcién arco coseno F(2) = -1
f:xeDCRw f(z)=arccosz € R V1—22
Funcién arco tanxente ooy 1
f:xeDCRw— f(r)=arctanz € R f(x)_m
Funcién arco cotanxente oy 1
f:xeDCRw— f(x)=arccotx € R f(x)_m

5.1.4. Funcidéns crescentes e decrescentes. Extremos relativos. As nocions
de funcién crescente e decrescente non necesitan da derivabilidade da funcién. Sen em-
bargo, cando a funcion é derivable “cerca” do ponto é posible conecer se a funcion cresce
ou decresce a partir do valor da derivada da funcion.
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Derivada de Resultado
Unha funcion lim f(z) — f(x0)
T—T0 T — X
o ponto P CRDENICY
f:rxeDCRw~ f(z)eR m 5
Unha funcién constante ,
‘ B fi(x) =0
f:rxeDCRw— f(z)=a€R
Soma de funciéns
! + !
f+g:z€DCR f(2)+g(x) €R fe)+dl)
Produto constante funcion ,
, Af'(z)
AMzeDCR— Af(x) eR
Produto de funciéns , ,
fg:reDCRe f(r)g(x) €R fl(x)g(z) + f(x)g'(z)
Cociente de funcions f(x)g(z) — f(x)d' (x)
flg:z€DC R f(x)/g(z) ER (4(@)?
Composicién de funcions , ,
fog weDCRe f(g(x) €R f(g(x)) g'(x)
Funcién inversa
frxreDCRw— f(z) eR , 1
, (=) (@) = -
g:yeUCR—g(y) eR f'(x)
(gof)@) ==, (fog)ly) =y

Definicién 5.1.6. Sexa f : (a,b) C R — R unha funcién real dunha variable real e
xo € (a,b). Di—se que f é crescente no ponto z, se existir un nimero real positivo h tal
que se x € (xg — h,xo) entéon f(z) < f(xg) e se x € (xg, o + h) entén f(xg) < f(x).

GRAFICO 31. A funcién y = f(x) representada graficamente no deseno ¢é

crescente no ponto xg.

Definicién 5.1.7. Sexa f : (a,b) C R — R unha funcién real dunha variable real e
xo € (a,b). Di-se que f é decrescente no ponto z, se existir un nimero real positivo h
tal que se x € (xg — h,xg) entén f(zg) < f(x) e se x € (xg,z9+ h) entén f(z) < f(xg).
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GRAFICO 32. A funcién y = f(x) representada graficamente no deseno ¢é

decrescente no ponto xg.

S

Exemplo 5.7. As funcions constantes son simultaneamente crescentes e decrescentes

en calquer ponto zy pertencente ao dominio da funcion.

Proposicién 5.1.8. Seza f : (a,b) C R — R unha funcion derivable en todos os
pontos do intervalo aberto (a,b) e sexa xy € (a,b).

1. Se f'(zg) > 0 enton f € crescente no ponto xy.

2. Se f'(zo) <0, enton f € decrescente no ponto x.

Exemplo 5.8. Con obxecto de determinar os intervalos de crescemento e decresce-

mento da funciéon f definida por
fire ACRw f(x)=2",
xa que ¢ derivable en todo R e
f'(z) = a*,
que resulta ser sempre maior ou igual que cero (é unha poténcia par). Daquela, a funcién
f € crescente en todo R.

Ao igual que no caso de funciéns crescentes e decrescentes, os conceitos de maximo e
minimo —extremos— relativo dunha funcién introducen—se sen nengiin tipo de referéncia
a derivabilidade ou non da funcién. Cando, ademais, a funcién é derivable, é posible dar
unha condicién necesaria na derivada primeira para a existéncia de extremo nun ponto

e unha condiciéon suficiente, na derivada segunda.

Definicién 5.1.9. Sexa f : (a,b) C R — R unha funcién real dunha variable real e
sexa g € (a,b).

1. Di—se que a funcién f apresenta un méaximo relativo no ponto g se existe h > 0

de xeito que

f(x) < f(xo), Vx € (xg—h,zo+h).
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GRrAFICO 33. A funcién y = f(x) representada graficamente no deseno
apresente un maximo no ponto xg.

2. Di-se que a funcién f apresenta un minimo relativo no ponto x, se existe h > 0
de xeito que

flzo) < f(x), ¥z € (xog—h,xo+h).

GRAFICO 34. A funcién y = f(x) representada graficamente no deseno
apresenta un minimo no ponto xg.

Nota 5.1.3. Os pontos onde a funcién pasa de ser crescente a decrescente, ou vice—
versa, son extremos relativos da funcién. De feito, coa informacién obtida relativa aos
intervalos de crescemento e decrescemento da funcién é doado obter os extremos relativos

da funcién. Outro xeito, basea—se no estudo do sinal da derivada segunda da funcion.

Proposicién 5.1.10. Seza f : (a,b) C R — R unha funcion derivable en todos
0s pontos do intervalo aberto (a,b) e sexa xo € (a,b). Se f apresenta no ponto xoy un
extremo relativo (mdzimo ou minimo) enton f'(xy) = 0.

Nota 5.1.4. Os pontos xg nos que a funcién derivada da funcién derivable

fi(a,b) CR—R
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¢ nula receben o nome de pontos criticos e son os posibles extremos da funcién. Se
f'(x9) = 0, entén f pode ter un extremo relativo no ponto xy, pero tamén pode que f

non tena extremo no ponto xzg.

Proposicién 5.1.11. Seza f : (a,b) C R — R unha funcién derivable duas veces en
todos os pontos do intervalo aberto (a,b) e sexa xo € (a,b) tal que f'(xy) = 0.

1. Se f"(x¢) > 0 entdn f ten en xy un minimo relativo.

2. Se f"(xg) <0, entdn f apresenta no ponto xy un mdzximo relativo.

Nota 5.1.5. Se f"(x¢) = 0, non é posible afirmar que f tefia ou non tefia extremo

no ponto xy. A solucion a este caso pasa polo teorema de Taylor.

Exemplo 5.9. Pretende-se determinar as dimensiéns do cilindro de maior volume
entre todos aqueles que tenen a mesma superficie k.

Se R denota o raio da base do cilindro e h a altura do mesmo, a superficie total do
cilindro ven dada por

S =27Rh + 27 R* = 2rR(R + h)
que ten que ser constante e igual a k, de xeito que, por exemplo,
k — 27 R?
2rR
O volume do cilindro pode—se calcular mediante
k — 27 R? Rk — 2R3
2rR 2 '

Debemos calcular os extremos relativos precisamente da funcién volume, que agora é

h:

V = 7R*h = 7 R?

unha funcién dependente do rdio R (x4 que k é unha constante dada). Derivando V' con
respeito a R,
k — 6mR?
2
e, igualando a cero, resulta que o posible extremo da funcién V' obten—se cando

V'(R)

Posto que a derivada segunda da funcién V' con respeito a R é
V'(R) = —67R <0,

ten—se que no ponto R = \/k/(67) a funcién V' ten un méximo relativo. Neste ponto,

operando, as dimensiéns do cilindro son

R=\— h=2R.
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GRAFICO 35. Grafica dunha funcién convexa: os valores da tanxente &

curva no ponto zy son menores que os valores da funcion.

GRAFICO 36. Grafica dunha funcién céncava: os valores da tanxente &

curva no ponto xy son maiores aos valores da funcién.

5.1.5. Concavidade e convexidade. Pontos de inflexion. Os conceitos de

funcién céncava e funcion convexa non aparecen na literatura sempre do mesmo xeito.

Definicién 5.1.12. Di-se que a funcién f : (a,b) C R — R é convexa no ponto xg
se existir un nimero real h positivo tal que os valores da tanxente & curva no ponto g

son menores que os valores da funcién (vexa-se o Gréafico 35).

Definicién 5.1.13. Di-se que a funcién f : (a,b) C R — R é convexa no ponto xg
se existir un nimero real h positivo tal que os valores da tanxente & curva no ponto xg

son maiores aos valores da funcién (vexa—se o Gréfico 36).

Definicién 5.1.14. Di-se que a funcién

fi(a,b) CR—R



5.1. DERIVADAS 64

GRAFICO 37. Gréfica dun ponto de inflexién: a recta tanxente atravesa & grafica.

Concava

|
|
|
|
| Convexa
|
|
1

o
>

ten no ponto g € (a,b) un ponto de inflexion se a grafica da recta tanxente a f no ponto
de abscisa xg atravesa & grafica da curva —por outras palabras, no ponto x( aparece un

cambio de céncava a convexa ou viceversa—, (vexa-se o Grafico 37).

Nota 5.1.6. Se a funciéon f é duas veces derivable, entén f é convexa se e s6 se

f">0e f éconcava se e s6 se [’ < 0.

5.1.6. Representacion grafica dunha funciéon. O seguinte esquema, que pode
ser variado, pode ser util no momento da representacion grafica dunha funcién real dunha
variable real. O esquema fai—se segundo un exemplo concreto: representar graficamente

a funcién

1’2

fz) =

r—1"
1. En primeiro lugar, convén determinar o dominio de definicién da funcién. No

exemplo,
Dom(f) = R\ {1}.

2. A continuacion determinan—se os pontos de corte aos eixos. Nos pontos de corte

co eixo OY, ten que ser x = 0 de xeito que, no exemplo,

02

a grafica pasa polo ponto (0,0).
Para determinar os cortes co eixo OX, ten que ser y = 0, de xeito que hai que

resolver a ecuacién en

IL‘2

0=——
x—1"
que ten por unica solucién x = 0 e, portanto, o tnico corte co eixo OX é no ponto

(0,0).
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3. Pode ser interesante determinar posibles simetrias da funcién, pois caso de existir
permiten reducir o traballo considerablemente.

Se a funcién é par f(z) = f(—x) a sua grafica é simétrica con respeito ao
eixo OY, e basta con estudar que ocorre para x > 0 e despois facer a simetria
correspondente.

Se a funcién é impar f(z) = —f(—x) entén a sua gréifica é simétrica con
respeito & orixe e de novo bastaria con estudar o caso x > 0 e despois facer a
correspondente simetria.

No exemplo,

x? x?

@)= —=, [(-2)=

Cr—1’

que non son nen iguais nen opostos, de xeito que a grafica da funcién non é

—r—1

simétrica nen respeito ao eixo OY nen respeito & orixe.

4. Peridiocidade: a funcion é peridédica de periodo T se
flx+T)=f(z), VreR.

Se unha funcién é periddica, basta con representd—la graficamente nun periodo.
No exemplo, non existe nengtin nimero real T tal que f sexa periddica de
periodo T'.
5. Discontinuidades: Trata—se de determinar os pontos de discontinuidade da funcién
e o tipo de discontinuidade que aparece.
No exemplo, a funciéon apresenta no ponto xy = 1 unha discontinuidade de
salto infinito.
6. Asintotas: rectas que se cortan coa curva nalgin ponto do infinito (tamén poden
ter cortes para valores reais da variable).
(a) Horizontais: paralelas ao eixo OX. Para o seu cédlculo simplesmente hai que
determinar os limites da funcién f cando z tende a +o00 e a —o0.
No exemplo,

x? x?

lim = 400, lim = —00,
z—+oo x — | r——oco L — 1

de xeito que a funcién non ten asintotas horizontais (se algun dos limites
fose un nuimero real k, a funcién teria asintota y = k).
(b) Verticais: Paralelas ao eixo OY. Trata—se de obter os nimeros reais 3 para

0S cais

lim f(z) = oo,

z—0
ou algin dos limites laterais cando x — [3.
No exemplo, para § = 1 ten—se que

x? x?

lim = +00, lim
=1t x — 1 z—1- 1 — 1

= —00.
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Portanto, a recta x = 1 é unha asintota vertical da funcién f.
(c) Oblicuas: Trata—se de obter rectas da forma y = mx + n.
Para o calculo das constantes m e n simplesmente hai que ter en conta que

m = lim @, n= lim (f(x) — mx).

r—o00 I T—00

No exemplo,

2
m = limwz limxizl,
z—00 I z—oo z(x — 1)
2 T
n = lim (f(z) —z) = lim —z = lim =1,
T—00 r—00 L — r—00 L —

de xeito que a recta y = x + 1 é unha asintota oblicua.

7. Intervalos de crescemento e decrescemento. Extremos. Se a funcién é derivable,
a partir da funcién derivada é posible obter informacién sobre os intervalos de
crescemento e decrescemento da funcién, asi como dos posibles extremos.

No exemplo,
, 2v(x — 1) —2* 2> -2
(x—1) (x—1)

Daquela, f'(x) = 0 para x = 0 ou x = 2. Ademais, se z < 0, f’(z) > 0 e, en

consecuéncia, f é crescente. Por outra banda, se 0 < x < 1 entén f'(z) < 0
e, en consecuéncia, f é decrescente. Ademais, se 1 < z < 2 entén f'(z) < 0 e,
en consecuéncia, f é decrescente. Finalmente, se x > 1, ten—se que f'(x) > 0 e,
portanto, f é decrescente.

8. Intervalos de concavidade e convexidade. Pontos de inflexion. A derivada segunda
da funcién contén a informacién relativa & concavidade e convexidade da funcién.

No exemplo,
2

"
r)=——
F@) =
de xeito que, se x > 1 entén f”(x) > 0 e, portanto, a funcién é convexa e se < 1
entén f”(x) < 0 e, daquela, a funcién é céncava.

Coa informacién obtida durante o estudo anterior é bastante simples facer-se unha
ideia da grafica da funcién f, que debera ser semellante & feita no Grafico 38, onde non
aparece a asintota y = x + 1 para maior claridade.

GRAFICO 38. Gréfica da funcién f(z) = 2?/(z — 1).

15
10
5
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5.2. Integrais

5.2.1. Interpretacién xeométrica do integral. O conceito de integral estd in-
timamente ligado ao problema de determinar o valor da area do trapezdide mixtilineo

delimitado pola gréfica dunha funcién y = f(x), o eixo OX e as rectas t = a e x = b.

GRAFICO 39. O valor do integral / f esté relacionado co valor da éarea

da rexion marcada.

X4 na matematica grega estaba presente o conceito de area e conecian—se algunhas

das suas propriedades:

1. Invarianza por deslocamentos.

2. Propriedade aditiva da area.

5.2.2. Resultados fundamentais do calculo integral.
1. Se ¢ € [a,b] e f é integrable en |[a, b] entén f é integrable en [a,c| e en [, b], e

ademais (propriedade aditiva da area)

/ /f+/f

2. Se f e g son funcidns integrables en [a, b], e A\, u € R, entén tamén é integrable en
[a,b] a funcién Af + g, e ademais (linearidade do integral)

/abufwg):A/abfw/abg

3. Suponamos que f e g son funciéns integrables nun mesmo intervalo [a, b], e ademais
f(z) < g(x), Vo € [a,b]. Entén, ten—se a seguinte relacién entre os seus integrais:

/abfﬁ/abg

4. Para cada funcién f integrable sobre [a,b] ten—se que a funcién |f| é integrable

s/ablﬂ-

sobre [a, b], e ademais




5.2. INTEGRAIS 68

5. Se f é unha funcién integrable en [a, b] tal que m < f(x) < M, Vx € [a, b], entén

b
m(b—a)g/ f<M((b-a).

6. Se f e g son funciéns integrables en [a,b] e ademais |g(z)| > A > 0, Vx € [a, ]
entén f/g é integrable en [a, b].
Unha das ferramentas mais potentes do Célculo Integral é o denominado teorema

fundamental, que relaciona o Célculo Integral co Célculo Diferencial.

Teorema 5.2.1 (Teorema fundamental do Célculo Integral). Sezxa f : [a,b] C R — R
unha funcion continua en [a,b]. Daquela, a funcion

G:x € la,b — G(x) :/ f(s) ds,
¢ unha funcion continua e derivable en cada ponto xy € |a, b, e ademais,
G' (%) = f(0) -

Exemplo 5.10. Pretende—se determinar os extremos relativos da funcién F' definida

por
F(z)=1 +/xtet2dt.
Empregando o resultado anterior, calculan?os a derivadad de F' con respeito a x,
F'(z) = ze*”
e resolvendo a ecuacién F’(x) = 0, obten—se que o tinico ponto critico é xy = 0. Ademais,
F'(z) = + 2z%"

de xeito que
F'(0)=1>0,

e, portanto, a funciéon f ten no ponto xg = 0 un minimo relativo.

Exemplo 5.11. Sexa f : R +— R unha funcién real dunha variable real continua en

R e periddica de periodo T, i.e.
flx+T)= f(z), VxreR.

Nesta situacion a funciéon F' : R — R definida por

Fa) = [ s,

tamén é unha funcién constante. Con obxecto de probar este resultado expresamos F'

do seguinte xeito

F(x):/mof(t)dt + /OMf(t)dt:—/:f(t)dt + /OMf(t)dt,
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e simplesmente derivamos F' con respeito a x, resultando
Fl(z) = —f(x) + fz+T),

que resulta ser cero por ser f unha funcién periédica de periodo T'. Daquela, F'(x) =0

para todo x € R e, portanto, F' é unha funcién constante en todo R.

Teorema 5.2.2 (Teorema do Valor Médio do Calculo Integral). Sexa f : [a,b] C
R — R unha funcion continua en [a,b]. Enton, existe xy € |a,b] tal que

b
| #a)ds = fa) 0.
Exemplo 5.12. Pretende-se calcular o seguinte limite

a+1 1 t
lim n(t)

a—+oo J, el

dt =0.

Empregando o teorema do valor médio do calculo integral pode-se expresar o integral
do seguinte xeito
In(a)

ea

/a“ In(t) In(a)

1—a) =
o o (a+ a)

)

onde a € (a,a+1). Deste xeito, cando a — +oo tamén «a tende a +00 e o limite pedido
pode ser expresado como

a+1 1
lim n(t)

a—+oo J, et a—+oo g%

que é facilmente calculable e ten por valor 0.

A denominada Regra de Barrow, tamén chamada segundo teorema fundamental do
Célculo Integral, permite calcular dun xeito simples o valor do integral dunha funcién f

nun intervalo [a, b], supofiendo o conecimento dunha funcién F' tal que F'(x) = f(x).

Teorema 5.2.3 (Regra de Barrow). Sezan f : [a,b] C R — R unha funcion limitada
e integrable en [a,b], e F unha funcién tal que F'(x) = f(x), Vx € [a,b] . Daquela,

/abf:F(b)—F(a).

Exemplo 5.13. Con obxecto de calcular

/ sen(z) dz,
0

x4 que a derivada da funcién F'(z) = —cos(x) é F'(z) = sen(z), aplicando a regra de
Barrow resulta

/07r sen(z) dx = —cos(m) + cos(0) = 2.
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5.2.3. Primitiva dunha funciéon. Calculo de primitivas. Acaba—se de ver na
Regra de Barrow que o conecimento dunha funcién F' tal que F’'(xz) = f(z) permite o
célculo de integrais sobre un intervalo [a, b]. Esta ideia d& lugar ao conceito de primitiva
dunha funciéon. Unha das partes do Calculo Integral é precisamente o cédlculo de pri-
mitivas. Nesta seccion veran—se dous métodos: integracion por partes e integracién por

mudanza de variable.

Definicién 5.2.4. Di-se que F' : [a,] C R — R ¢é unha primitiva da funcién
f:la,b] CR— Rse F'(z) = f(x), Yz € [a,b].

Nota 5.2.1. Se f é unha funcién continua, entén (teorema fundamental do Célculo

Integral) f ten primitiva, e unha primitiva de f é
F:x€la,b CR»—>F($):/ f(s)ds e R.

Nota 5.2.2. Non ¢ dificil probar que:

1. Se F' e G son primitivas de f, enton G = F + k, onde k é unha constante.
2. Se F' é unha primitiva de f e k é unha constante, enton G = F'+k é unha primitiva
de f.

Definicién 5.2.5. Denomina-se integral indefinido de f ao conxunto de todas as

primitivas de f. Dito conxunto denota—se

/ f(z)da.

Indican—se de seguido duas técnicas especialmente tuteis tanto para o calculo de pri-
mitivas como para o calculo de integrais definidos. De feito, enuncian—se neste tltimo

caso.

Teorema 5.2.6 (Integracién por partes). Sezan f,g: [a,b] C R — R duas funcidns
derivables con deriwada continua. Daquela,

b b
[ 1) g e = ) gl - [ £ gt do.
DEMONSTRACION. Posto que a derivada do produto de f e g se calcula mediante
(fo)=rg+rfd
resolvendo f’ g e integrando obtén—se a relacién enunciada. O

Exemplo 5.14. O obxectivo do exemplo é calcular unha primitiva da funciéon de
h(z) = sen?(x). Posto que
h(z) = sen(z) sen(z),

no teorema de integracion por partes é posible elexir

f(z) =sen(x), ¢'(x)=sen(x),
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de xeito que
I= /senQ(a:) dx = —sen(z) cos(z) + /0082(33) dx

onde empregando a relacion fundamental de trigonometria circular
I= /senQ(x) dz = —sen(z) cos(z) + /1 —sen?(x) dz = = — sen(x) cos(x) + I,

de onde obtemos

x — sen(x) cos(x)
5 :
Teorema 5.2.7 (Mudanza de variable). Sezan f : [a,b] C R +— R unha funcién

integrable en [a,b] € g : [c,d] C R — R unha funcién derivable, con derivada continua

I =

e gle,d] C la,b|. Entén, se f € continua na imazxe de g ou ben g'(x) # 0, Ya € [c,d],

ten—se que
g(d)

d
l/f@@»d@ﬁh: ) di.

g9(c)
DEMONSTRACION. A proba apresentada basea—se na Regra de Barrow e na Regra da

Cadeia para funciéns reais dunha variable real.

Empregando a Regra de Barrow

g(d)
f(t)dt = F(g(d)) — F(g(c))-

9(c)
Por outra banda, empregando a Regra da Cadeia,

d

@(F og)(x)=F'(g(z)) ¢ (z) = fg(x)) ¢ (z),

para todo x € [c,d], de xeito que empregando de novo a Regra de Barrow,

d
| Ho@) @) ds = Flg(@) - Flae).
que conclue a demonstracién. O

Nota 5.2.3. Na pratica pode—se proceder de dous xeitos:

1. Efectuar as operaciéns tal e como esta enunciado o teorema de mudanza de varia-
ble, ou ben
2. calcular o integral indefinido, desfacer a mudanza de variable e valorar nos ex-

tremos.
Exercicio 5.1. Coa mudanza de variable
x =rsen(t),

calcularemos o seguinte integral definido:

/ Vr2—22dx, r>0.
0
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En primeiro lugar, calculamos a relacion entre dx e dt derivando na expresiéon da mudanza

de variable
dz = rcos(t)dt.

Ademais, cando x = 0 entén ¢t = 0 e se z = r entén ¢ = /2. Empregando o teorema,

obten—se

r w/2
/ Vr2—z?2de = / /12 — r2sen?(t) rsen(t) dt
0 0

e x4 que sen a > 0 cando « € [0, 7/2], resulta

r w/2 w/2
/ Vrt—z?de = / r? cos?(t) dt = r2/ cos?(t) dt .
0 0 0

Este ultimo integral é simples de calcular, por exemplo, mediante integracion por partes

ou empregando a seguinte relacién
1 2t
cos?(t) = %S() _

5.2.3.1. Primitivas de funcions racionais polindmicas. De seguido descreben—se todos

os pasos para o cdlculo de integrais de funciéns racionais polindmicas, i.e., integrais da

/

onde P e () son polinémios na variable x. Por exemplo,

/3x4—4x3—19$2+9£€+10
3 — 222 —bxr+6

forma

P(x)
o)

dx

Posto que moitos integrais poden ser “reducidos” a integrais de funcions racionais polinémicas
¢ moi importante ter claro como integrar este tipo de funciéns, que por outra banda é
completamente algoritmico.
1. O primeiro paso ¢é estudar se é posible facer a division do numerador do integrando
P(z) entre o denominador do integrando ((z). Por outras palabras, se o grau de
P(z) é maior ou igual que o grau de Q(x). Se é posible dividir, tal e como acontece
no exemplo, fai-se a divisién e, en virtude do algoritmo de Euclides,
P(x) R(x)
Q(x) Q(z)

onde, se a divisién estd ben feita, o grau de R(z) é menor estritamente que o grau

=C(z)+

de Q(x), e C(x) é un polinémio. No exemplo proposto,

3at — 423 — 1922 + 92 + 10 r—2
=3r+ 2+ .
a3 —2x2 —5x+6 a3 —2x2 —5x+6

Empregando as propriedades do integral, ten—se que
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O integral do polinémio C(z) é imediato, restando tan sé6 o integral dunha funcién

racional polinémica onde o grau do numerador é estritamente menor que o grau

do denominador. No exemplo,

/3:p4—4x3—19x2+9x+10d /3 Lon Tz —2 d
T = €T T
3 — 222 —5x+6 3 — 222 —5xr+6
R T — 2
= 19 dz .
2 + x+/x3—2x2—5x+6 .

2. Cando non sexa posible efectuar a division, continua—se estudando as raices do

denominador, distinguindo catro posibles situacions. As trés primeiras tenen un

tratamento similar (decomposicién en fracciéns elementares), mentres que para a

ultima existe un método especifico (Hermite—Ostrogradski).

(a)

Todas as raices son reais e simples: No exemplo proposto as raices do denomi-
nador son 1, 3 e —2, con multiplicidade todas elas 1. Fai-se a decomposicién
en fraccions elementares que no exemplo é
x—2 A B C
23— 222 —br+6 :x—1+x—3+x+2’

i.e. unha fraccion con numerador constante indeterminado por cada raiz sim-

ples. Efectuando operaciéns calculan—se os coeficientes A, B e C' resultando
no exemplo A = 1/6, B =1/10 e C' = —4/15. Finalmente, integran-se as
fraccions elementares, sendo imediato este ultimo paso, sen mais que lembrar
a derivada da funcién logaritmo neperiano.

Todas as raices son reais, algunhas multiplas (pode haber raices reais sim-

ples). Por exemplo, o denominador do integrando de
/ A |
dx
(@ —27) (2~ 2)

ten por raices © = 0 (dobre), = 1 (simples) e = 2 (triple). Fai-se a

decomposicién en fraccions elementares

xr—ad—x—1 _A B C D FE F

+

(3 —22)(z—23 2z 22 2-1 x-2 (x—2)2+(:p—2)3’

i.e. para as raices simples segue o mesmo procedimento e para as raices
multiplas, tantas fracciéns con numerador indeterminado como a multiplici-
dade da raiz, con denominador en grau crescente desde 1 até a multiplicidade
da raiz. A continuacién calculan—se os coeficientes indeterminados e final-
mente integran—se as fraccions elementares, de novo imediato. E importante
fixar—se que ademais dos termos logaritmicos que aparecen polas raices reais
simples, tamén aparecen termos racionais polas raices reais multiplas pois

/L:/(x—a)mdxzw, m#1.

1—-m
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Contén raices complexas simples (pode haber raices reais simples e/ou mul-

tiplas). Por exemplo,

X .

/ 822 46z +6
3 =322 +T7x—5

Posto que o denominador é 2% — 322 + 7o — 5 = (z — 1)(z% — 22 + 5), ten

raices complexas simples. Fai—se a decomposicion en fraccions elementares

8z +6x+6 A N Mx+ N
23— 3224+ T -5 x—1 x2—22+5’

i.e. para as raices reais, continua o mesmo procedimento x& descrito e para
cada unha das raices complexas simples, unha fracciéon con numerador un
polinémio de grau 1 con coeficientes indeterminados. Calculan—se os coefi-
cientes e integran—se a fracciéns elementares. Apareceran integrais relativos
as raices reais simples (termos logaritmicos), integrais relativos as raices reais
multiplas (termos logaritmicos e racionais polinémicos) e integrais relativos
as raices complexas simples, que daran lugar & soma dunha parte logaritmica

e un arco tanxente. Para a integracion deste tipo de expresions, por exemplo,

/ 3r+ 19
——dz,
2 —2x+5

comeza—se preparando para que o numerador sexa a derivada do denomina-
dor (parte logaritmica) mais unha constante dividida polo mesmo denomi-

nador (parte arco tanxente). No exemplo,

3r +19 3 2c — 2 22
— dg==- | —/————drx + | —d=z.
2 —2x+5 2] 22 —-2x+5 2 —2x+5

O primeiro integral é imediato

3 2r — 2 3
- —/———dr = -In(@®*—2z+5
2/:62—21:—1—5 2 ( +5),

restando tan s6 o segundo integral para rematar este caso. Prepara—se o
denominador para que tena a aparéncia dunha soma do nimero real 1 mais

unha poténcia cuadrada:

22 11 dx
P2 s T g ) T
1+ (5

integral que resulta x4 imediato.
Contén raices complexas multiplas. Existe un procedimento a seguir, debido
a Hermite e a Ostrogradski, que ¢é distinto do feito nos casos anteriores.
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5.3. Exercicios e problemas

Exercicio 5.2. Calculen—se as derivadas das seguintes funciéons nos pontos indicados

fix € ACRm flx) =2, xzy=1,
g:r€ACR— g(x)=2%, xy=0,
h:xe ACR— h(x)=|z|, xy=-1,

rrx€c ACR—r(x

(
(

)=senz, xy=0,
)=cosx, x9=0.

s:x€ACR— s(x

Exercicio 5.3. Calcule-se a ecuacién da recta tanxente & curva de ecuacion
Yy = ZL‘Q - 3 )

no ponto de abscisa —1.

Exercicio 5.4. Calculen—se as derivadas das seguintes funciéns, indicando o dominio
da funcién e da sua derivada:

fir€ACR— flx) =2 + 2%+,
g:x€ ACRw~ g(x) =3z tan(z),
h:x € ACR~ h(z) = cot?(x) In(x) + In*(z) tan(z),

| B sen(x)
rorc ACR—r(z) = 2 + sen?(z) + cos*(z) |

Exercicio 5.5. Achen—se as tanxentes a
flx)=22"—z+1

que son paralelas a

3r+y—7=0.
Exercicio 5.6. Achen—se os pontos da curva
flx)=22* -z +1
nos que a recta tanxente forma un angulo de 7/4 coa direccién positiva do eixo OX.

Exercicio 5.7. Sexa
flx)=ze™.
Comprobe-se que

wf'(x) = (1 —z)f(z).
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Exercicio 5.8. Determine-se unha parabola do tipo
y=a>+br+c
que sexa tanxente a
flo) =z
no ponto (1,1).

Exercicio 5.9. Dada a funcion

2+ 1
flz) = z+1

achen—se as ecuaciéns das rectas que xon tanxentes & sua grafica e perpendiculares &

bisectriz do primeiro cuadrante.
Exercicio 5.10. Calcule—se a derivada da funcién
f(z) = arcsen(x) + arccos(x) .

Exercicio 5.11. Calcule—se a derivada das seguintes funcions, indicando o dominio

da funcion e da derivada:
gweACR— g(x) = cos(2z),
% + 3) -3

h:LL’EACRHh(I):< 1
x

r:xEACR»—w*(x):ln(az—l—l)—i-arcseng.

Exercicio 5.12. Determinen—se o dominio e os intervalos de crescemento e decresce-

mento das seguintes funcions

fire ACRw f(x) =2*,
g:r€ACR— g(z) =262 +5,

r+1
rx—1"

h:xe ACR~ h(z) =

Exercicio 5.13. Calculen—se os extremos relativos da funcién
frxeR~— f(z)=|z|.
Exercicio 5.14. Entre os rectangulos de perimetro 20cm, ache-se o de maior area.

Exercicio 5.15. Entre os triangulos rectangulos de hipotenusa 6, determine-—se o de

perimetro minimo.

Exercicio 5.16. Achen—se as dimensiéns do rectangulo de maior drea inscrito nunha

circunferéncia de 10m de réio.
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Exercicio 5.17. Dada a funcién
f(z) =2 + az® + bz + ¢,
determinen—se os valores de a, b e ¢ sabendo que f ten un maximo para x = 4, un minimo

para z = 0 e a sua grafica pasa polo ponto (1,1).

Exercicio 5.18. Dispén—se dun arame de 1m de lonxitude e desexa—se dividi—lo en
dous trozos para construir cun deles unha circunferéncia e co outro un cadrado. Achen—se

as dimension de cada un dos trozos para que a soma das areas sexa minima.

Exercicio 5.19. Determinen—se as asintotas, se existir, horizontais, verticais e/ou
oblicuas de

f(z) =In(e® +e77).

Exercicio 5.20. Represente—se graficamente a funcién

x
Exercicio 5.21. Represente-se graficamente a funcion
In(z)
fla) = =

Exercicio 5.22. Razoe-se a verdade ou falsidade das seguintes afirmacions:
1. A funcién f(x) = tan(z) é crescente en todo R.
2. A funcién f(z) = arctan(z) é crescente en todo R.
3. A funcién f(z) = tan(x) é céncava no seu dominio de definicién.
()

4. A funcién f(z) = arctan(z) é convexa en todo R.

Exercicio 5.23. Represente—se graficamente a funcion

f(z) = 2",
Exercicio 5.24. Represente—se graficamente a funciéon
flz) =Vva?—1.

Exercicio 5.25. Represente-—se graficamente a funcion

f(z) =In(z* - 9).

{ci ' : - sen(z?) ,
Exercicio 5.26. A derivada con respeito a x da funcién f(z) = il é
x
1. f'(z) =0.
2. fi(x) = cos(a?)2x(2? + 1) — 2w sen 2
) 2 +1

cosS T
3. f'(x) = .

2
4. f(z) = Z5BT _ cos(a?).

2



5.3. EXERCICIOS E PROBLEMAS 78
cos(2?)2x(xz* + 1) — 2z sen x?

5 ['w) = (72 + 1)

Exercicio 5.27. Facendo a mudanza de variable t = v/z2 + 1, calcule—se

/\/xz—i—l
de.

Exercicio 5.28. Sexa f : R — R unha funcién derivable ocn derivada continua tal

que
F(5)=3. flm)=-5. fla)="22
Calcule—se -
f(z)dx.
w/2

Exercicio 5.29. Sexa D a rexién plana limitada, contida no primeiro cuadrante e

limitada por y = z e y = z2. Calcule-se a area de D.

Exercicio 5.30. Empregando o teorema do valor médio do calculo diferencial, calcule—

se o limite
esen(m-‘,—a) _ esena

li .
) sen(z + a) — sen(a)

Exercicio 5.31. Determine—se a area da rexion limitada contida no primeiro cuad-

rante e limitada polas curvas
2
y:%—x—i—l, y=x+1

Exercicio 5.32. Sexa D o recinto plano limitado, contido no primeiro cuadrante e
limitado pola parabola
y = dr — 2?,
e as rectas tanxentes a4 parabola nos pontos de interseccion da mesma co eixo OX. Ache—

se a area de D.

Exercicio 5.33. Calcule-se o seguinte integral indefinido:
/ZL‘2 sen (In(z)) dz.

Exercicio 5.34. Sexa a > 0. Demonstre—se que

/Oaf(:c)dx:/oaf(a—x)dx.

Aplique—se o resultado para calcular o valor de

7 :/ a:sen(zx) de |
o 1+ cos?(x)

tendo en conta que sen(z) = sen(r — ) e cos?(z) = cos*(m — x).
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Exercicio 5.35. Calculen—se os seguintes integrais de tipo racional polinémico:

/ 5x2 — 192 + 2 d / 20 — 1 d / 3z +1 d
T ————dx ————dz.
22 —222 —5x+6 22(x+2) 2?2+ +7

Exercicio 5.36. Razoe—se a verdade ou falsidade das seguintes afirmacions:

1. Se f e g son duas funcions integrables, enton
[ 12 g, - L)
——dr = F——FF—.
g(x) Jg(z)de
2. Se f e g son duas funciéns integrables, enton

/f(x)g(:c) dr = /f(:c) dz /g(x) dz.

3. Se f e g son duas funciéns integrables, enton

/f(x)Jrg(x)dx:/f(a:)der/g(x)da:.

4. Se f é unha funcién integrable, enton

[y ae=( [ s dx)3 |
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TEMA 6

Numeros naturais e polinémios

6.1. Regras de divisibilidade

Definicién 6.1.1. Un nimero natural n > 1 di-se un ntimero primo se e sé se os

seus unicos divisores son o préprio nimero n e 1.

Nota 6.1.1. O conxunto de ntimeros primos ¢ infinito, tal e como probou o mate-

mético grego Euclides (300 a.C.). Os primeiros niimeros primos son
235711 13 17 19 23 29 29 31 37 41 47.

As regras de divisibilidade son métodos, mais ou menos simples, que permiten averi-
guar se un numero natural é divisible por outro nimero natural mais pequeno. A con-
tinuacién indican—se as regras de divisibilidade mais elementais, primeiro para certos

nimeros primos e despois para certos nimeros que non son primos:

Proposicién 6.1.2. Un numero natural é

*

divisible por 2 se e so se a sua derradeira cifra € 0, 2, 4, 6 ou 8.

*

divisible por 3 se e so se a soma das suas cifras é divisible por 3.

*

divisible por 5 se e so se a sua derradeira cifra é 0 ou 5.

*

divisible por 11 se e so se a diferenza entre a soma das cifras que ocupan un lugar
par e a soma das cifras que ocupan un lugar impar € divisible por 11.

Exemplo 6.1. O ntmero 67374679 non é divisible nen por 2 nen por 5, xa que a
sua derradeira cifra € 9. A soma das suas cifras é 49, que non ¢é divisible por 3; daquela,
67374679 tampouco é divisible por 3. Ademais, como 6+3+4+7=20 e T+7+64+9=29 e
x4 que 29-20=9 non ¢ divisible por 11, resulta que 67374679 tampouco é divisible por
11.

Proposicion 6.1.3. Un numero natural é

* divisible por 4 se e s6 se o nimero formado polas suas duas ultimas cifras € divisible
por 4.

* divisible por 6 se e s6 se a sua derradeira cifra € 0, 2, 4, 6, ou 8 e a soma das suas
cifras € divisible por 3 (i.e., se e s6 se € ao mesmo tempo divisible por 2 e por 3).

* divisible por 9 se e sd se a soma das suas cifras € divisible por 9.

* divisible por 10 se e s6 se a sua derradeira cifra € 0.

Exemplo 6.2. O numero 67374679 non é divisible por 10 porque a sua derradeira
cifra non é un 0, nen tampouco é divisible por 4 x4 que o numero formado polas suas

81
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duas ultimas cifras, 79, non é divisible por 4; tampouco ¢é divisible por 6 porque a sua
derradeira cifra é 9, nen é divisible por 9 porque a soma das suas cifras é 49, que non é
divisible por 9.
En realidade, poderiamos ter aforrado esta tltima explicaciéon, xa que:

67374679 non ¢é divisible por 4 porque non ¢é divisible por 2.

67374679 non ¢é divisible por 6 porque non é divisible por 2 (nen por 3).

67374679 non ¢ divisible por 9 porque non ¢ divisible por 3.

67374679 non é divisible por 10 porque non é divisible por 2 (nen por 5).

6.2. Descomposicién dun niimero natural en factores primos

Definicién 6.2.1. Todo niimero natural pode—se expresar de modo tnico, salvo a
orden, como produto de numeros primos. A representacién dun nimero natural como
produto de nimeros primos chama—se descomposicién ou factorizaciéon en factores pri-

mos.

Para realizar a descomposiciéon dun ntmero natural en factores primos (sempre que

os factores primos sexan pequenos) pode—se empregar o seguinte método:

1. PASO I
averigua—se se o numero ¢ divisible por 2; se é, continua—se no paso seguinte
(PASO II); senono é ...,
averigua—se se o numero ¢ divisible por 3; se é, continua—se no paso seguinte;
senonoé...,
averigua—se se o numero ¢ divisible por 5; se ¢, continua—se no paso seguinte;
se non o és ...,
averigua—se se o numero ¢ divisible por 7; se é, continua-se no ao paso

seguinte; se non o ¢ ...,

2. PASO II: unha vez que se obtén un factor primo do ntimero, efectua—se a divisién
do ntimero por tal factor primo e obten—se o cociente da division.

3. PASO III: repetimos os pasos I e II co cociente obtido no paso II.

4. PASO IV: seguimos o proceso até que o cociente obtido sexa un nimero primo;
cando esto ocorra, o conxunto formado polo tltimo cociente e o resto de divisores

primos formaran a descomposicion en factores primos do niimero de partida.

Exemplo 6.3. A continuacion obten—se a descomposicién en factores primos de 396.
O nimero 396 é divisible por 2 x4 que a sua derradeira cifra é 6. O resultado de dividir
396 entre 2 é 198. Este cociente, 198, é de novo divisible por 2 pois a sua derradeira cifra
¢ 8. O resultado de dividir 198 entre 2 é 99. Este novo cociente, 99, xa non ¢ divisible
por 2 (a sua derradeira cifra é 9) pero é divisible por 3 x4 que a soma das suas cifras
é 18, que ¢ divisible por 3. O resultado de dividir 99 entre 3 é 33. Este novo cociente,



6.3. MINIMO COMUN MULTIPLO E MAXIMO COMUN DIVISOR 83

que xa non pode ser divisible por 2, volta a ser divisible por 3 x4 que a soma das suas
cifras é 6, que é divisible por 3. O resultado de dividir 33 entre 3 é 11, e posto que 11 é
un numero primo, remata o calculo da descomposicién en factores de 396, dando como
resultado

396 =2x2x3x3x11=2%3"-11.

Na pratica, as divisiéns fan—se mentalmente (cando sexa posible) construindo unha

tabela da forma
396

198
99
33
11 |11

1

onde, & esquerda da lina escreben—se o ntimero que se quere factorizar e, debaixo, os

W W NN

sucesivos cocientes que se van obtendo, e & direita escreben—se de forma ordenada, os

factores primos.

Nota 6.2.1. Cando un nimero natural tena factores primos grandes, para achar a sua
descomposicion en factores primos sera necesario utilizar calculadoras ou ordenadores.

Por exemplo a descomposicion en factores primos de 67374679 ven dada por

67374679 = 43 - 383 - 4091 .

6.3. Minimo comun multiplo e maximo comun divisor

Definicién 6.3.1. O minimo comun miltiplo de dous nimeros naturais a, b € N,
¢ o menor numero natural que é & vez multiplo de a e multiplo de b. Denota—se dito

ntmero por mem(a, b).

Definicién 6.3.2. O maximo comun divisor de dous nimeros naturais a, b € N, é
o maior nimero natural que é & vez divisor de a e divisor de b. Denota—se dito niimero

por med(a, b).

Nota 6.3.1. Para calcular tanto o minimo comtn miltiplo como o maximo comun
divisor de dous nimeros naturais a, b € N, calculan-se en primeiro lugar as descom-

posiciéns en factores primos de a e de b;

1. o minimo comun multiplo de ambos esta dado polo produto dos factores comuns
e non comuns a ambas descomposicions elevados ao maior exponente,
2. 0 maximo comun divisor é o produto dos factores comiins a ambas descomposicions

elevados ao menor exponente.

Exemplo 6.4. Calcularan—se o mcm(396, 777) e o med(396, 777). Posto que
396 = 2%-3%- 11
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calculamos a descomposicién en factores primos de 777 mediante a seguinte tabela

7T 3
259 | 7
37 | 37
1
co cal
TTr=3-7-37.
Portanto,

mem (396, 777) = 2% -3%-11-7- 37 = 102564 ,
med(396, 777) = 3.

6.4. Raices dun polinémio

Definicién 6.4.1. Un polinémio (ou funcién polinémica) de grau n na variable z

con coeficientes reais é unha expresién (unha funcién) da forma
-1
p(x) = apa" + ap_12" " 4+ a1+ ag,

onde os valores a,,, a,_1, ..., a1, ag, que se chaman coeficientes do polinémio, son ntimeros
reais, sendo a,, # 0. Se a,, = 1, o polinémio p(x) di-se ménico.

Definicién 6.4.2. Sexa p(z) = a,2" + ap_12" ' + -+ + a1 + ag un polinémio de
grau n. O valor de p(z) nun ponto @ € R é o ntimero real p(a) que se obten ao substituir
a variable x por « na expresién de p(x), i.e., é o nimero real

p(a) = apa"™ + ap_1a" "t - 4 a0+ ag.
Exemplo 6.5. O valor do polinémio p(z) = 22® + 3z — 2 no ponto x = 5 é
p(5) =2-5"+3-5—2=263.

Definicién 6.4.3. Un nimero real a € R di—se unha raiz (ou un cero) dun polinomio
p(z) = apz™ + Ap1 "V + -+ a1 4 ag se e s6 se o valor do polinémio no ponto a é
cero, i.e., se e s6 se p(a) = 0.

Teorema 6.4.4 (do resto). Sexan p(z) = a,z"+a, 12" '+ - +az+ag un polindmio
e o € R. O walor do polinémio p(x) no ponto « € igual ao resto da division de p(x) por
T — .

Nota 6.4.1. Segundo o anterior, un nimero real « é raiz dun polinémio p(z) se e s6
se p(x) é divisible por x — «.

Teorema 6.4.5 (de D’Alembert). Un polinomio de graun ten, como moito, n raices.



6.4. RAICES DUN POLINOMIO 85

A regra de Ruffini é util para dividir un polinémio
p(T) = anx™ + ap_12" 7t -+ a1z + ag,

de grau n, entre  — «, sendo a € R, e esta baseada nas seguintes premisas:

i) O coeficiente do primeiro termo do cociente ¢ igual a a,,.

ii) O coeficiente de calquer outro termo do cociente obten—se multiplicando o coefi-
ciente do termo anterior por a e somando-lle o coeficiente do termo de igual grau
do dividendo.

iii) O resto da divisién é o resultado de multiplicar por « o tltimo termo do cociente
e somar—lle despois aqg.

iv) O grau do cociente é n — 1.

Exemplo 6.6. Na pratica, para dividir un polinémio
p(z) = ana™ + ap_ 12"+ 4 ayx + ag

entre xr — « utilizando a regra de Ruffini, fai-se uso dunha disposicién en forma de tabela
que explicamos cun exemplo.

Sexa p(z) = 2z® + 3x — 2 e dividiremos p(z) entre x — 5. Para elo, construimos a
tabela

2 0 3 —2
5
2

en cuxa primeira fila escreben—se os coeficientes do polinémio p(z) = 223+ 3z —2 (tena-se

2 6 cero), en cuxa segunda fila escrebe-se simplesmente, 4

en conta que o coeficiente en x
esquerda da barra vertical, o nimero o = 5 do polinémio z —a = x—5 polo que queremos
dividir, e en cuxa terceira fila escrebe—se, no lugar indicado, o coeficiente, neste caso 2,

do termo de maior grau do polinémio p(r) = 223 + 3z — 2; convertimos dita tabela en

2 0 3 -2
5 10 50 265
\2 10 53 263

despois de realizar as operacions 5 -2 = 10, 0 + 10 = 10, 5- 10 = 50, 3 4+ 50 = 53,
5-53 =265 e —2 4+ 265 = 263. O ntmero 263, escrito en negrita na tabela, é o resto da
divisién de p(z) = 223+ 32 —2 entre z —5 (e coincide, como x4 foi visto antes, co valor do
polinémio p(z) no ponto x = 5, segundo o teorema do resto). O resto dos coeficientes da
derradeira fila son os coeficientes do polinémio cociente q(z) = 2x% + 10z + 53 resultado

de dividir p(z) entre x — 5.
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6.5. Factorizacion de un polinomio

Definicién 6.5.1. Dado un polinomio p(z) de grau n, di-se que outro polinémio
q(z) é un divisor préprio de p(z) se ¢(x) divide a p(z) e o grau de g(x) verifica que

0 < grau(q(z)) <n.

Definicién 6.5.2. Un polindémio di-se irreducible en R se e s6 se non ten divisores

préprios.

Exemplo 6.7. O polinémio 2% + 1 ¢ irreducible porque non existe nengin ntmero
real que verifique que 22 = —1, e portanto, 22 + 1 non é divisible por nengtin polinémio
de grau 1.

Notemos tamén que todo polinémio de primeiro grau é irreducible.

Nota 6.5.1. Todo polinémio p(z) admite unha factorizacién (unica salvo a orden

dos factores) da forma
p(x) = Bpr(x)pa(z) - - pe(x)

onde 3 € R é o coeficiente do termo de maior grau de p(z) e onde py(x), po(z), ..., pr(x)

son polinémios monicos irreducibles.

Nota 6.5.2. Non existe nengtin método que permita obter a factorizacién de calquer
polinémio. Na prética, para obter a factorizacién dun polindmio p(z), o que se fai é

percurar raices a de p(z) e dividir sucesivamente por factores da forma r — «.

Exemplo 6.8. Sexa p(z) = 2z* — 423 — 42 — 42 — 6. Para calcular a factorizaciéon
de p(x) buscamos raices de p(z). Os divisores do termo independente son (vexa-se o
Exercicio 6.3) 1, —1, 2, =2, 3, =3, 6, —6. O valor @ = 1 non é raiz de p(x) porque
p(1) = —16 # 0. Sen embargo, & = —1 é unha raiz x4 que p(—1) = 0. Portanto,
dividimos p(z) entre x + 1; empregando a regra de Ruffini, ten—se

2 —4 —4 —4 —6
—1 92 6 -2 6
\2 6 2 -6 0

resultando que p(z) = (z + 1)(22% — 62 4+ 22 — 6). Buscamos agora raices do polinémio
223 — 622 +2x—6. Descartamos x4 o = 1 porque x4 non era raiz de p(z). Proba-se entén
sucesivamente con -1, 2, e -2, que resultan non ser raices do polinémio 23 — 622+ 2z — 6,
e logo con 3, que é raiz porque 2-3> —6-32+2-3 -6 =54 — 54+ 6 — 6 = 0. Dividimos

entén 22° — 622 + 2x — 6 entre  — 3 utilizando a regra de Ruffini
2 -6 2 -6
3 6 0 6
2 0 2 0
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resultando como cociente 222 + 2. Ora ben, 222 + 2 = 2(2% + 1), e como x4 sabemos que

2?2 4+ 1 é irreducible, resulta que temos rematado os célculos e a factorizacién de p(x) é
p(@) = 2z + 1)(z — 3) (2 + 1).
6.6. Exercicios e problemas
Exercicio 6.1. Descompona-se en factores primos o nimero 693.
Exercicio 6.2. Calculen—se mem(392,510) e med(392,510).

Exercicio 6.3. Demonstre-se, a partir da definicién de raiz, que toda raiz inteira

dun polinémio con coeficientes inteiros é un divisor do térmo independente.

Exercicio 6.4. Calcule—se, de trés formas distintas, o valor de b para que 4 sexa raiz

do polinémio p(x) = 223 — bz + 12.

Exercicio 6.5. Calcule-se a factorizacion dos polinémios
a) p(z) = 2:);4 + 8% — 622 — 28z — 16.

b) p(z) = x? — 2.

c) p(z) = 1223 + 2*

d) p(z) = 22° — 322 —:E+1
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TEMA 7

Vectores en R? e R?

7.1. Soma de vectores y produto dun vector por un escalar

Definicién 7.1.1. Un vector (no plano ou no espazo) é un par ordenado v = (Py, P»)

de pontos, ou, equivalentemente, un segmento orientado ligando o ponto P, co ponto Ps.

Nota 7.1.1. Nestas notas trata—se con vectores no espazo; as explicaciéns para
vectores no plano son analogas.

Nota 7.1.2. Normalmente representa—se un vector mediante unha flecha, tal e como
aparece no Grafico 40. O ponto P; chama-se orixe do vector e o ponto P, chama-se final

do vector.

GRrAFICO 40. Un vector é un par ordenado v = (P;, P») de pontos, ou,

equivalentemente, un segmento orientado ligando o ponto P; co ponto Ps.

P,

Definicién 7.1.2. O médulo dun vector v = (P;, P») é a distdncia entre o ponto P,
e o ponto P;, denotando—se usualmente por |v|. Se as coordenadas dos pontos Py e P,

son, respectivamente (x1, 1, 21) € (g, Y2, 22), entén

] = /(2 — 1)2+ (Y2 — y1)? + (22 — 21)2.

Definicién 7.1.3. Se v = (P, ) e P, = P, ent6n o vector v chama-se vector nulo
e o seu modulo é 0. Se o médulo dun vector € igual a 1, o vector di—se unitério.

Nota 7.1.3. A partir de agora supora—se que todos os vectores tefien como orixen
a orixen de coordenadas; esto permite descreber un vector dando unicamente as coorde-
nadas do ponto final P.

Definicién 7.1.4. Dados dous vectores v = (z,y,2) e v/ = (2/,y/,2’), a sua soma é
0 vector

v+ =(x+2y+y,2+2).

89
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GRAFICO 41. Representacion grafica da soma de dous vectores v e v'. O

resultado v 4+ v" é o vector indicado con trazo mais preto.

Y

Nota 7.1.4. Graficamente, a soma de dous vectores fai—se tal e como se indica no
Grafico 41.

Definicién 7.1.5. Se « é un escalar real, o produto do escalar a polo vector v =
(x,y,2) é o vector

av = (ax, ay, az) .

Nota 7.1.5. Graficamente, o produto av é un vector coa mesma direccién que v e
cuxo modulo é igual a |a||v|. Se a > 0, entén awv ten o mesmo sentido que v; se o < 0

entén av e v tenen distinto sentido.

7.2. Produto escalar

Definicién 7.2.1. O produto escalar de dous vectores v = (z,y, 2) e v = (2/,y; 2)
¢ o escalar

(v,0") =z’ +yy' + 22/

Nota 7.2.1. Convén fixar-se en que o produto escalar de dous vectores non é outro

vector, senén un escalar.

Nota 7.2.2. Se v e v’ son dous vectores non nulos, o angulo § que forman as rectas
definidas polas suas direcciéns, contado desde v até v’, chamara—se dngulo que forman
v e v'. Pode-se demonstrar que o produto escalar de dous vectores non nulos v e v’ que
forman un angulo 6 verifica que

(v,0") = |v] - |V'] - cos(h) .

Definicién 7.2.2. Se o produto escalar de dous vectores é cero dird—se que esos

vectores son ortogonais ou perpendiculares entre si.
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7.3. Produto vectorial

Definicién 7.3.1. O produto vectorial de dous vectores v e v" non nulos que forman
un dngulo € é un vector, denotado usualmente por v X v’ ou por v A v’, perpendicular a
v e a v, de mddulo igual a |v| - |[v'| - sen(f) e cuxo sentido ven dado através da chamada
regra do tirarrollas: o sentido do produto vectorial v x v" é o sentido no que se move un

tirarrollas se xiramos de v até v’.

Nota 7.3.1. Posto que sen(0) = sen(n) = 0, o produto vectorial de dous vectores
que se achen sobre a mesma recta é 0. Ademais, se v e v’ son paralelos, o produto
escalar (v,v’) é maximo e o produto vectorial v X v’ é cero, mentres que se v e v’ son
perpendiculares, o produto escalar (v,v’) é cero e o médulo do produto vectorial v x v’
¢ maximo.

Nota 7.3.2. O produto vectorial de vectores no espazo pode expresar—se tamén
através dun determinante. Se i, j e k denotan os vectores unitarios no sentido positivo

dos trés eixos de coordenadas, i.e., se i = (1,0,0), 7 = (0,1,0) e k = (0,0,1), o produto

vectorial de dous vectores v = (x,y,z) e v/ = (2/,9/,2') é o resultado de efectuar o
determinante
gk
vxv =z y =z
x/ y/ Z/

Exemplo 7.1. O produto vectorial dos vectores v = (1,1, —1) e v’ = (—=2,0,3) é o

vector
v gk
vxv =11 1 -1 :3i+2j+2k—3j:3i—j+2k:(3,—1,2).
-2 0 3

7.4. Exercicios e problemas

Exercicio 7.1. Escreban—se dous vectores unitdrios cuxas coordenadas sexan todas
distintas de cero. Obtenia—se a soma dos dous vectores e calcule—se o mddulo da soma.
Estude-se se o resultado ¢ maior ou menor que 1. Estude—se se esto ocorre con calquer

par de vectores unitarios.

Exercicio 7.2. Sexa v = (z,y, z) un vector. Calcule-se o produto escalar de v por si
mesmo. Ache—se a relacién existente entre o produto escalar dun vector v por si mesmo

e o médulo do vector.

Exercicio 7.3. O produto escalar verifica, entre outras, a propriedad distributiva

respeito da soma, i.e., verifica que
(v, 0" + 0"y = (v,0") + (v,0")
(U + 7/,1]”) _ <U,UI/> + <UI,UI/> _
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Utilizando esta propriedade e o resultado obtido no exercicio anterior, probe-se o

teorema de Pitagoras.

Exercicio 7.4. Analice—se se o produto vectorial verifica as propriedades comutativa

e asociativa, i.e., estude—se se en xeral as expresions

vxv =0 xv,

(vxv')xv" =vx (W x0v")

son certas.

Exercicio 7.5. Estude-se se é posible achar dous vectores cuxo produto escalar e

vectorial coincida.



TEMA 8

Matrices e sistemas lineares

8.1. Matrices

Definicién 8.1.1. Unha matriz de tamano m x n é un cadro rectangular de m filas
e n colunas de escalares da forma

aix Q12 A1n

Q21 A22 (57
A= ]

Am1 Am2 ... An

Cando m = n, a matriz di-se cadrada de tamano n ou n X n.

Nota 8.1.1. O conxunto de matrices (reais) de tamano m X n denotard—se por
M xn(R) e 0 de matrices cadradas (reais) de tamafio n por M., (R).

Exemplo 8.1. A continuacién definen—se distintas matrices de diversos tamanos

-1 -1 1 0
10 1/2 7 o 4 o 1
A=1-2 4 3 -1 eMs3uR) B= 0 11 1 € Myuu(R)
o 1 -1 -1
0 1 1 0
0o 2 -2 -1
3 4 2 -1
-2 0 3 1
C = 2 0 1 1 - M4><4(R) D=10 —4 1 1 € M3><4(R)
0o 2 2 2
3 1 0 0

G = 5 € My (R)
0

Nota 8.1.2. Os m x n escalares a;; chaman-se coeficientes da matriz. A matriz de
M sn (R) cuxos coeficientes son todos iguais a cero chama—se matriz nula e denotara—se,
nestas notas, por ©. Abreviadamente, unha matriz xenérica A € M,,«,(R) denota—se
por
A= (ai;) € Myxn(R),
93
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onde o primeiro indice, 7, indica a fila, e o segundo indice, 7, indica a coluna.

8.1.1. Operaciéns con matrices. A notacién abreviada introducida anteriormente

permite definir de un xeito comodo as principais operacions con matrices.

Definicién 8.1.2. Sexan A = (a;;) e B = (bij) € My,xn(R) duas matrices do mesmo
tamano. A soma de ambas define—se como

A+ B = (aij) + (b”) = (aij + bz]) € men(R) .

Esta definicion significa que para somar duas matrices do mesmo tamano, soman—se

os coeficientes de ambas que ocupan a mesma fila e a mesma coluna.

Exemplo 8.2. As matrices A e D do exemplo anterior soman—se como segue:

1+3 0+4 1/24+2 7-1 4 4 5/2 6
A+D=| -2+0 4—-4 3+1 —-141]=| -2 0 4 0
0+0 1+2 —-1+4+2 —-1+42 0 3 1 1

O resultado é unha matriz do mesmo tamano que A e que D.

Definicién 8.1.3. O produto dun escalar o por unha matriz A (operacién conecida
como produto por escalares) consiste en multiplicar por « cada un dos coeficientes da
matriz A. Abreviadamente, se A = (a;;) € M,x,(R), entén

aA = a(a;j) = (aaij) € Mpxn(R).

Exemplo 8.3. Se a =2 e A é a matriz do primeiro exemplo, entén

2 0 1 14
aA=| -4 8 6 -2 | € Mayu(R)
0 2 -2 -2

O resultado é unha matriz do mesmo tamano que A.

Nota 8.1.3. Convén fixar—se en que o produto dun escalar por unha matriz sempre

ten sentido, sexa cal sexa o tamano da matriz.

O produto de matrices é unha operacién mais complicada que as duas anteriores e
define-se como segue:

Definicién 8.1.4. O produto dunha matriz A de m filas e n colunas por unha matriz
B de n filas e p colunas é unha matriz C' = AB de m filas e p colunas cuxo coeficiente
na fila ¢ e na coluna j é o produto escalar da fila ¢ de A pola coluna j de B, pensadas
ambas como vectores de n coordenadas.

De forma abreviada, se A = (a;;) € Muyxn(R) e B = (b;;) € Muxp(R), entén
C = AB = (¢;j) € Mpxp(R) é a matriz definida por

Cij = aitbij + aigbaj + -+ - + @inbp; .
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Exemplo 8.4. Sexan A e B as matrices do primeiro exemplo. Sexa C' = AB = (¢;;).

Daquela,
-1 11/2 17/2 —-1)/2
C=110 14 8 —7 | € Ms:u(R)
2 4 0 0
onde, por exemplo
en=1-(-1)+0-2+(1/2)-04+7-0=—1,
Coa=(-2)-0+4-(-1)+3-(-1)+(-1)-0= -7,
c3=0-(-1)+1-44+(=1)-(-1)+(-1)-1=4.

Sen embargo, non é posible realizar o produto BA.

Nota 8.1.4. Cumpre indicar algunhas consideraciéns adicionais relativas ao produto

de matrices:

1. S6 é posible calcular un produto de matrices AB se o nimero de colunas de A

coincide co numero de filas de B.

. O produto de matrices non verifica a propriedade comutativa. E para vos,
posiblemente, a primeira operacion sen dita propriedade comutativa. De feito, é
posible, como vimos no exemplo anterior, que un produto de matrices AB tena
sentido pero BA non o tena.

. O produto de duas matrices cadradas de tamano n sempre se pode efectuar e
o seu resultado ¢ tamén unha matriz cadrada de tamano n. Portanto, se A,
B € M,«»(R), os produtos AB e BA tenen sentido e son matrices cadradas de
tamano n. Cumpre fixar—se que nen sequer neste caso se verifica a propriedade
comutativa.

. Outra diferenza co que ocorre co produto de niimeros reais é a seguinte: se un

produto de matrices AB é igual & matriz nula ©, non ten por que ocurrir que
A=0OouB=0.

8.2. Determinantes

Definicién 8.2.1. O determinante dunha matriz cadrada A é un escalar, que se

denota por det(A) ou por |A]|, asociado & matriz A do modo seguinte:

1. Se A = (a11) € Mix1(R) é unha matriz cadrada de tamano 1, entén det(A) = ay;.

a1 a
2.5¢ A = 1T e Myye(R) é unha matriz cadrada de tamafio 2, entén,
Q21 Q22
det(A) = A11Q22 — A120a91.

. Se
aix Q12 a3
A= |axn axn a3 | € Ms;(R)

ag1 asz ass
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¢ unha matriz cadrada de tamano 3, daquela
det(A) = 11022033 1 Q13021032 + Q12023031 — Q13022031 — (11023032 — (12021033 -

Este resultado cofiece-se como regra de Sarrus.

Até o de agora, temos definido o determinante para matrices cadradas de tamano 1,
2 ou 3. Para definir o determinante para matrices cadradas de calquer tamano intro-

ducimos outros dous conceitos.

Definicién 8.2.2. Sexa A = (a;;) € M, x,(R) unha matriz cadrada de tamafio n.
O determinante da matriz cadrada de tamano n — 1 obtida de A omitindo a sua fila i e
a sua coluna j chama-se menor do coeficiente a;; e denota—se M;;.

O ntmero A;; = (—1)" M;; chama-se cofactor do coeficiente a;;.

O determinante de A define-se entén mediante
det(A) = a11 A1 + a12A12 + - - - + a1, A, -

Nota 8.2.1. A definicién que demos de determinante chama-se desenvolvimento dun
determinante pola primeira fila. Pode—se verificar que obten—se o mesmo resultado se
facemos o desenvolvimento por calquer outra fila ou por calquer coluna, i.e. se p =
1,2,...,n indica unha fila calquer de A e ¢ = 1,2,...,n indica unha coluna, verifica—se

que
det(A) = aplApl + a,pgApg + 4 apnApn = alquq + aqugq 4+ 4 anqAnq .

Exemplo 8.5. Se C' ¢ a matriz do primeiro exemplo, entén

0 2 -2 -1
20 3 1 -2 3
det(C) = 50 1 1 =(-D"*?.2.1—2 1 1
3
31 0 0
2 0 1 -2 0 3
+ (=D (=2)- =2 0 1|+ (=D (=1)-|-2 0 1
3 10 3 10

=(=2)-6—2-041-(—4)=—-12—4=—16.

Nota 8.2.2. X4 do exemplo anterior é simples deducir que o calculo do determinante
dunha matriz é unha tarefa tediosa. Para facer mais simples o procedimento, empregan—
se algunhas propriedades que verifican os determinantes, como son as seguintes:

1. Se todos os elementos dunha fila ou unha coluna da matriz son cero, o seu deter-
minante é cero.

2. Se multiplicamos por unha constante todos os elementos dunha fila ou unha
columna da matriz, o valor do determinante queda multiplicado pola constante.

3. Se a é un escalar, det(aA) = a"det(A).
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4. Se a matriz ten duas filas ou duas colunas iguais, o seu determinante ¢é cero.

5. Se somamos a unha fila un multiplo de outra fila ou se somamos a unha coluna
un multiplo de outra coluna, o valor do determinante non troca.

6. Se intercambiamos entre si duas filas ou se intercambiamos entre si duas colunas

da matriz, o determinante muda de sinal.

Exemplo 8.6. Se no exemplo anterior, restamos & coluna 1 de C' trés veces a coluna

2 obtemos
-6 2 =2 -1
-2 0 3 1
det(C) =
-2 0 1 1
0 1 0 0

Se agora desenvolvemos o determinante pola derradeira fila resulta

-6 —2 —1
det(C)=|-2 3 1
—2 1 1

e se somamos a primeira fila as filas 2 e 3, desenvolvendo pola terceira coluna resulta

-6 -2 -1
— 1
det(C) = |-8 1 0 :<—1>1+3-<—1>" 2 |=-6+9=-15.
-8 -1 0

8.3. Sistemas de ecuacions lineais

Definicién 8.3.1. Un sistema de ecuacions lineais (abreviadamente, un SEL) é un

conxunto de m ecuacions con n incégnitas da forma

a1 + ajpxe + - -+ app Ty, = by,

(2171 + A22%2 + - -+ + Aop Ty = b2,

Am1T1 + AQpaXe + - - + App Ty = bm 5

onde os escalares a;; e os escalares b;, 1+ = 1,...m, j = 1,...n, receben o nome de
coeficientes e termos independientes do SEL, respectivamente. Os valores x1, xa,...Z,,
chaman-se incognitas do SEL.

Unha solucién do SEL é calquer conxunto de escalares que verifique as m ecuacions

do SEL.

Definicién 8.3.2. Un SEL di-se incompatible se non admite nengunha solucién e di-
se compatible se admite algunha solucién. Neste tultimo caso, un SEL di—se determinado

se ten solucidén unica e indeterminado se ten mais de unha solucién.
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Nota 8.3.1. Un SEL pode-se representar de forma matricial mediante unha ex-

presién da forma

Az =0

onde A = (a;;) é unha matriz de tamafio m x n, x = (x;) é unha matriz de tamafo n x 1
e b = (b;) é unha matriz de tamano m x 1. A matriz A chama-se matriz do SEL. A

matriz
a1l a12 Ce Q1np bl
a921 a99 Ce Qo bg
(Alb) = : : : : € Mixn+1)(R)
Aml Gm2 - Gmn | Om

denomina—se matriz ampliada do SEL.

Definicién 8.3.3. Chaman-se operacions elementais nas filas dunha matriz aos trés

tipos de operaciéns seguintes:

1. Intercambiar dous filas.
2. Multiplicar unha fila por un escalar non nulo.

3. Somar a unha fila un multiplo de outra.

Para resolver un SEL utilizaremos o chamado método de Gauss; este método esta
baseado no feito de que realizar operaciéns elementais nas filas da matriz ampliada dun
SEL non altera o seu conxunto de soluciéns. Trata—se, portanto, de realizar operacions
elementais nas filas da matriz ampliada até obter un SEL cuxo conxunto de soluciéns

sexa simples de calcular.
Exemplo 8.7. Consideremos o SEL

ZL‘1—2£L‘2+I‘3:4
—ZE1+I‘2—3$3:1

2.T1—562+.T3:2,

cuxa matriz ampliada é

1 -2 1|4
(Ap)=| =1 1 =3|1 | € Ms,4(R).
2 -1 1|2

Se na matriz anterior, somamos a primeira fila 4 segunda fila e se restamos duas veces

a primeira fila & terceira obtemos
1 =2 1 | 4
0 -1 =2| 5
0 3 —-1|-6
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Se, nesta nova matriz, somamos & terceira fila a segunda fila multiplicada por 3,

resulta
1 -2 1 |4
0 -1 =215
0O 0 =719

Esta tltima matriz da lugar ao SEL

X1 —21‘2+[L'3 :4,
— T9 — 21‘3 = 5,
— 7ZL‘3 = 9,
cuxa solucion, zg3 = —9/7, xy = —17/7, 1 = 3/7, coincide coa solucién do SEL de

partida.

8.4. Exercicios e problemas

Exercicio 8.1. Escreban-se, sen calcular, todos os produtos de duas matrices que se
poden efectuar coas matrices do primeiro exemplo. Indiquen—se, ademais, os produtos
que non se podan efectuar.

Exercicio 8.2. Calculen—se, se for posible, os produtos BF e BG, sendo B, F' e G

as matrices dadas no primeiro exemplo.

Exercicio 8.3. Ache-se unha matriz cadrada M de tamano 4 que verifique que

MC = CM = C sendo C' a matriz dada no primeiro exemplo.

Exercicio 8.4. Achen—se duas matrices cadradas de tamano 2 distintas da matriz

nula © cuxo produto sea O.
Exercicio 8.5. Resolva—se a ecuacion

—-3—-x -2 -6

2 1 4—=x

Exercicio 8.6. Resolva—se a ecuacién seguinte na variable z,

1—=z 1 0

2 l1l4+a—=x —a ~0
2a l+a l1l—a—2 a ’
0 —1 0 1—x

onde a é un parametro real.
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Exercicio 8.7. Resolva—se o sistema de ecuacions lineais

201 +wp — 13 + 14 = —1

Ty — 209+ 203 — x4 = 2

9xy — X3 + 3x4 = —H

r1—x3=0

201 + 39 — 4xs + 204 = —3



