METODOS NUMERICOS.
E.T.S.I. Minas. Boletin de problemas propuestos.

1. Localizar las raices de la ecuacién F(z) = 0:

(a) Fle) = o — tg(x)

(b) F(x) = sen(x) —x + 2

(c) Flx)=ax+e".

(d) F(x) =0.5—2+0.2sen(z).
(e) F(x)=a°—3.

(f) F(z) =e" — sen(x).

(g) Fla)=a3—z—1

2. Sea F(z) =x —e™*.

(a) Separar las raices de F(z) = 0.

(b) Construir 4 iterantes del método de dicotomia para alguno de los intervalos del apartado
anterior.

(¢) Construir 5 iterantes del método de la secante para el intervalo (0.2, 1). Estudiar si converge
el método para ¢ = 10™%. En caso afirmativo, dar una aproximacién de la raiz.

(d) Construir 4 iterantes del método de la ”regula falsi” para el intervalo (0.2, 1).

(e) Construir una funcién f y un intervalo I de modo que los puntos fijos de f sean los ceros de
F(x) =0y f esté en las condiciones para aplicar el método de iteracién funcional. Construir
5 iterantes de dicho método partiendo de xo = 0.2 y estudiar la convergencia para ¢ = 1072.

3. Separar las raices de la ecuacion:
1
l =1+-
og(z) =1+~

y aproximarlas con un error menor que 10™* mediante un algoritmo de tipo punto fijo.

VAN

con un error menor que 1072 utilizando: ~ (a) Iteracién funcional ~ (b) Newton-Raphson

4. Aproximar el nimero:

5. Separar en intervalos de la forma [m, m + 1], con m € Z, las raices de la ecuacién:
Flz)=2%+322-1=0

y aproximar las raices positivas con un error menor que 10~° mediante un algoritmo de iteracién
funcional simple.

6. Utilizar un método de iteracién funcional para aproximar con un error menor que 10~% la distancia
del punto (0,0) a la curva y = —e™% en la direccién del vector unitario:

1 -1

BN

).

7. Sea F': [a,b] — R una funcién de clase 2 verificando:
F(a) <0< F(b),

0<ky <F'(z) <ke, Vx€la,b,



10.

11.

12.
13.
14.
15.

16.

17.

donde k1, k2 son dos constantes. Sea {x,} una sucesién construida del modo siguiente:
zg € [a,b] dado,

xn+1:$n+MF($n), n=20,1,...
siendo M una constante no nula. Se pide:

(a) Probar que F(x) = 0 tiene una tnica raiz « en [a, b].

(b) Probar que si {z,,} es convergente, entonces su limite es a.

(¢) Demostrar que si —,3—2 < M < 0 entonces la sucesién converge a « siempre que se tome xg
suficientemente proximo a a.

(d) ¢ Hay algtn valor de M que garantice que el método sea de orden 2 ?

(e) Encontrar valores de M que garanticen que la sucesién {x,, } puede construirse y es convergente
a «, partiendo de cualquier punto zg € [a, b].

Sean ¢ un numero real positivo y k un entero mayor que uno. Encontrar condiciones bajo las cuales
se puede aplicar el método de Newton-Raphson en un intervalo (a,b) para aproximar la raiz k-ésima
de c.

Calcular utilizando dicho método la raiz quinta de 3 con un error menor que 107°.
Sea p(z) = 22° — 322 + 22 + 1.

(a) Calcular el valor de p y todas sus derivadas en el punto z = 3.
(b) Acotar todas las raices de p(z) = 0.

(¢) Comprobar si tiene raices complejas.
Calcular las cotas superiores e inferiores de las raices reales positivas y negativas del polinomio:

p(z) = 2% — 2523 + 322 +22 - 30 =0

Se considera el polinomio p(z) = 323 — 1322 4 20z — 14. Se pide:

(a) Acotar todas las raices de p.
(b) Dar unas buenas cotas para las raices reales de p.

(c) Separar las raices reales utilizando Sturm.
Acotar y separar las raices reales de p(z) = 25 — 52 + 1.
Clasificar, acotar y separar por Sturm las rafces de p(z) = 2% — 423 + 22 + 102 — 12.
Separar por Sturm las rafces de p(z) = x® — 5z + 2.

Acotar las rafces reales de p(z) = 2% — 225 4+ 2% — 422 4+ 82 — 4. Construir una sucesién de Sturm
relativa a p y utilizarla para separar sus raices reales.

Aproximar el punto de la pardbola y = x>

Raphson.

mds préoximo al punto P = (3,1) utilizando Newton-

La funcién exponencial se puede desarrollar en serie de potencias de la forma siguiente:

o n

x
T R
e’ = Z e Vr € R.
n=0
Supongamos que se aproxima e® por:
3 4
p(a:)zz E Vr € R.
n=0

Se pide:



18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

(a) Utilizando la regla de Descartes, determinar cudntas raices reales positivas y negativas puede
tener el polinomio p(x). ;Se puede garantizar, usando el teorema de Hua, que p(x) tiene raices
complejas?

Dar una cota inferior y una cota superior de las raices reales negativas de p(z).
Acotar todas las raices reales y complejas de p(z).

(d) Determinar el nimero exacto de raices reales negativas.
) Utilizar los apartados anteriores para calcular el nimero exacto de rafces complejas.

Encontrar un intervalo apropiado de modo que se verifiquen las hipdtesis de convergencia global
del método de Newton-Raphson para calcular una raiz real negativa de p(z). Aproximar dicha
rafz con 5 cifras decimales exactas.

Resolver por los métodos de Gauss normal, con pivote parcial y con pivote total el sistema:

T + i) — T3 = 4
2I1 + ) + I3 = 3
T - 21’2 - 5(E3 = 2

Calcular el determinante de la matriz del sistema.

Calcular la inversa de la matriz A por el método de Gauss-Jordan:

5 2 1
A= 5 —6 2
-4 2 1
Resolver por el método LU el sistema:
X — 3xs 4+ 3x3 = 1
4371 — 13.132 + 12.]3‘3 = 1
—2z; + bxg — 5x3 =

Resolver por el método de Crout el sistema:

T, 4+ 29 + 3xz3 = 1
2¢1 + 3wy + 4dx3 = 2
3]}1 + 4%‘2 + 2%3 = 3
Resolver por el método de Cholesky el sistema:
T + 2.’E2 — xs3 = 2
201+ Txo = 16
-1 + 3x3 = 8
Resolver, utilizando la factorizacién QR, el sistema:
il + To + 2£E3 = 3
201 + 39 + x3 = 2
3t17. — X9 — x3 = 6

Se considera la matriz tridiagonal simétrica definida positiva:



Zo T2 Z3 0
z3
A:
0 .. Zn
Zn  Tn

Probar que admite una factorizacién de Cholesky con una matriz B de la forma:

ay 0
Coy Q2 0 0
Cc3
B =
0 0
Cp  Qn
y ademas:
a1 = \/T1,
Zs
cs = , as=+xs—c2, $s=23,...,n.
As—1

25. Calcular para qué valores de o y 3 se pueden factorizar por Cholesky las matrices:

0 1 1 a-1 -1
2 8|, c=[ 2 2a+1 o0
17 -1 0 o

26. Sea la matriz:

donde « y 3 son parametros reales. Se desea resolver un sistema Az = b por un método iterativo

clasico.
(a) Construir la matriz del método de Gauss-Seidel y probar que dicho método es convergente si

y sblosi | a+ G |< 6.
(b) Para o = 8 = 0 estudiar la convergencia del método de Jacobi.

27. Discutir segun los valores del pardametro real € la convergencia del método de Gauss-Seidel para

sistemas con las siguientes matrices:

0
€
1

O = M

0 1 1
e 0 , B= 0
1 ¢ €

b
I
oS =M

Utilizar estos resultados para garantizar la convergencia de dicho método al resolver el sistemas:



0.51’1 + T3 = 1
X1 + 0.5z = 0
To + 05x3 = -2

u otro equivalente.

28. Demostrar que el método de Jacobi es convergente si lo aplicamos al sistema:

r1 — o + X3 2
o — X3 = -1
r3 = 3

Partiendo del iterante inicial o = (1,1, 1) calcular los cinco primeros iterantes y deducir ctal es el
limite de la sucesién.

29. El método de Richardson se define utilizando un parametro real positivo « de la forma siguiente:
xo arbitrario,
Tpt1 =z +a(b— Azxg), k>0.
(a) Determinar si el método de Richardson se basa en una descomposicién de A = M — N. Obtener

la matriz y el vector del método.

(b) Si A es simétrica y definida positiva, demostrar que una condicién necesaria y suficiente para
la convergencia del método es que:

o< ——.
p(A4)
En este caso comprobar que la sucesiéon converge a la solucién del sistema Az = b.

(c) Para el sistema:

3rz1 + x2 + x3 = 3
X1 + 31’2 + T3 = 3
Iy + xTo + 31’3 = -1
probar que el método de Richardson es convergente con oo = %
30. Se considera el sistema:
2004 — 6x9 + x3 = 5
xro = 1
-7 + 31‘2 — 2933 = -1
(a) Construir la matriz del método de Jacobi J.
(b) Caleular || J ||loo ¥ || J |]1 -
(c) Estudiar la convergencia del método de Jacobi.
(d) Calcular los 3 primeros iterantes a partir de z¢ = (0,0, 0).
31. Sea el sistema Ax = b con:
2 1 0 1
A= -1 2 -1 |, b=1| 0
0o -1 2 3



(a) Determinar los valores de w para los cuales el método de relajacion resulta convergente.

onstruir a partir de z¢9 = (1,1, os cuatro primeros iterantes para el método de Gauss-
b) Construi tir d 1,1,1) 1 t i it t 1 método de G
Seidel.

(¢) Construir la matriz J del método de Jacobi y estudiar la convergencia de dicho método.

32. Dado el sistema de ecuaciones no lineales:

{5

(a) Dar condiciones sobre A y B para que el método de iteracién funcional sea convergente.

A sen(z) + B cos(y)
A cos(x) — B sen(y)

(b) Dar condiciones sobre A y B para que el método de Newton sea localmente convergente.

33. Para resolver un sistema de ecuaciones lineales Az = b con A € M, «,(R) inversible, b € R™, se
propone el siguiente método iterativo:

e Escoger una matriz H ficilmente inversible (por ej., triangular, tridiagonal,...)
e Tomar zg € R™ tal que Hxg = b.

e Hacer iteraciones para construir la sucesion {zy} :

Hyk:b—Axk,
l‘k+1:$k+yka k:0717

Se pide:

(a) Escribir el método en la forma de los métodos iterativos cldsicos.

(b) Establecer una condicién de convergencia en funcién de las matrices A y H para que la sucesién
{z1} converja a la solucién z del sistema de partida.

(c) Sila matriz A admite una factorizacién de Choleski con matriz triangular inferior con unos en

la diagonal, y se toma como H dicha matriz de Choleski, jse puede asegurar la convergencia
del método?

34. Explicar cémo se puede aplicar el método de Hyman para calcular el determinante de una matriz
Hessenberg superior.

Aplicarlo al célculo del determinante de la matriz:

2 -1 1
A= -1 2 -1
0o -1 2
35. Calcular los autovalores de la matriz:
2 -1 0
A= -1 2 -1
0o -1 2

utilizando Leverrier y Krylov. Calcular el autovalor dominante de esta matriz utilizando el método
de la potencia.

36. Sea la matriz:

S

I
=3 I
S =N

o



37.

38.

39.

40.

41.

42.

Sabiendo que 2 es una primera aproximacién de un autovalor de A, mejorar dicha aproximacién por
el método de la potencia inversa, mediante el célculo de los términos u!',u?, w3, u* de la sucesién,
tomando como término inicial u° = (1,1,1). Calcular un autovector asociado. (Todos los sistemas

lineales que aparezcan deberédn resolverse por el método LU).

Utilizar el método de deflaccién de Hotelling para determinar el resto de los autovalores de A.

Dada la matriz:

O O N =
O N =N
NI N e
=N OO

(a) Calcular el autovalor dominante con 3 cifras decimales exactas.

(b) Acotar el autovalor méds préximo a —1 en un intervalo (a,b) con | a — b |< 2.1072 y calcular
un autovector asociado.

Dada la matriz:

1 2
A=1| 2 8
2 20

=~ =

calcular todos sus autovalores con 2 cifras decimales exactas.

Calcular el autovalor més préximo a 1,—30 y un autovector asociado para la matriz:

320
2
7
0 0 3
eligiendo ug = (4,2, 1). (Calcular 6 iterantes).
Transformar en Hessenberg superior la matriz:
2 1 -1
A= 1 2 -1
1 -1 2
Tridiagonalizar la matriz simétrica:
1 2 1 2
2 2 -1 1
A= 1 -1 1 1
2 1 1 1
Sea la matriz tridiagonal simétrica:
1 4 00
4 2 1 0
b= 01 3 4
0 0 4 3

(a) Comprobar si D es definida positiva.



(b) Calcular cuantos autovalores tiene D en (—3, —1).
(c¢) Dar una buena cota del radio espectral p(D).

(d) Comprobar si —2 es un autovalor de D.

43. Sea la matriz:

Calcular una sucesién de Sturm relativa al polinomio caracteristico de A. Utilizarla para:

(a) Demostrar que A es definida positiva.

(b) Separar los autovalores de A en intervalos de la forma (m,m + 1), con m € Z.

44. Sea la matriz tridiagonal simétrica:

-1 2 0 0
2 110
B = 0 1 01
0 0 1 2

(a) Comprobar si B es definida positiva.

(b) Calcular cuantos autovalores tiene B en (—2,0).

(c¢) Dar una buena cota de p(B).
)

(d) Comprobar si —4 es un autovalor de B.

45. Demostrar, basandose en resultados conocidos, el siguiente enunciado:

7 Sea A una matriz cuadrada de orden n, simétrica, inversible y con todos sus autovalores de médulo
diferente:
[ A1 > Ae > ... > A |-

Entonces existe una matriz inversible P tal que:
A1 0
A2
P'AP=D =
0 An
Si la matriz P~! admite una factorizacién LU entonces la sucesién { Ay }ren obtenida por el método
QR converge a la matriz diagonal D.”

. Se puede asegurar un comportamiento similar para el método LR 7

46. Calcular por Hyman el polinomio caracteristico de la matriz:

— e N
N — N



47.

48.

49.

50.

51.

52.

93.

54.

95.
56.

o7.

Explicar cémo utilizar el método de Householder-Hyman para calcular el determinante de cualquier
matriz. Aplicar dicho proceso para calcular el determinante de la matriz tridiagonal simétrica de
orden 4 dada por:

(0271 :2, Vi = 1,2,3,4.

@iyl = —1, Vi = 172,3.

(1)

Utilizar el método @R, calculando hasta el cuarto iterante, para aproximar los autovalores de A.

Sea la matriz:

Sea f(x) = sen(z). Sean xg =0, x1 = 5, 22 = . Calcular:

(a) El polinimio de Lagrange para f(x) relativo a los nodos zg, z1, .

(b) El polinimio de Taylor para f(z) de grado 3 relativo a .

(c¢) El polinimio de Hermite para f(x) relativo a los nodos xg, 1.
Sea f(x) =2%. Sean g =0, x1 =1, 22 =2, 23 = 3, x4 = 4. Calcular:

(a) El polinimio de Lagrange para f(z) relativo a los nodos 1, x2, x3, 4.

(b) El polinimio de Taylor para f(z) de grado 3 relativo al punto xg.

(c) El polinimio de Hermite relativo a f(x) y a los nodos zg, .
Calcular el polinomio py de grado menor o igual que 2 que interpola la funcién f(z) = cos(§) en
los puntos —m, 0, 7.
Acotar el error cometido al aproximar la funcién f por ps en el intervalo [0, 5].
Sea p,, el polinomio de Lagrange que interpola la funcién f(z) = e* en los nodos:

)

zi=—, 1=0,...,n.
n

Calcular para qué valores de n se puede asegurar que:

| f(z) — pu(z) |< 107%, vz e [0,1].

Se considera la funcién f(z) = y los nodos xg =1, 1 =2, z9 =3, 23 =4.

1

1+x

(a) Calcular el tinico polinimio de grado 3 que interpola f(z) en los nodos zg, x1, x2, x3 utilizando
la férmula de Newton-Gregory progresiva.

(b) Acotar el mdximo error de interpolacién en el intervalo [2, 3].

Calcular numéricamente /2 interpolando la funcién f (x) = 2% en los nodos —1,0, 1,2 mediante la
férmula de Newton-Gregory regresiva.

Acotar el error cometido con tal aproximacion.
Calcular el spline S de orden 1 que en los puntos 0, 1, 2, 3 vale, respectivamente, 2, 1, 1, —1.

Calcular el spline ctbico natural S que en los puntos 0, 1, 2, 3 vale, respectivamente, 0, 2, 5, 7.

Calcular el polinomio de Lagrange p3 correspondiente a los mismos datos y compararlo con S.

Obtener los coeficientes de la férmula de derivacién de tipo interpolatorio polinémico siguiente:

f/(.%'o) = A()f(ito) + Alf(l‘o +h) 4+ Ao f(zo + Qh) + Ag,f(.’[:o —h)+ Asf(zo — Qh).



58.

59.

60.

61.

62.

63.

64.

Determinar el nimero de puntos del intervalo [0, 1] suficiente para obtener con 4 cifras decimales

exactas el valor de: .
dxr
log(2) =
0g(2) /0 T

utilizando las férmulas compuestas de:

(a) Trapecio,

(b) Simpson.
Sea la funcién f tal que:
f(O):O, f(1)=1, f<3):\/§7 f(4):2

Calcular numéricamente f'(1) y ff’ f(x)dz.

Comprobar los errores cometidos, teniendo en cuenta que f(z) = /.

Calcular numéricamente log(2) evaluando, mediante las férmulas de Poncelet, Trapecio y Simpson,

la integral:
1
dz
log(2) = .
29(2) /0 1+

Estimar el error cometido con cada una de las aproximaciones.

Se conocen los valores de la funcién f en los puntos 0, 1, 2, 3 que son, respectivamente, 2, 1, 0, 5.
Ademis se sabe que las cuatro primeras derivadas de f estan acotadas en valor absoluto por M = 2
en el intervalo [0, 3]. Se pide:

(a) Calcular el polinomio de Lagrange Ps(x) y acotar el error que se comete al considerar P;3(0.5)
como aproximacién de f(0.5).

(b) Calcular f(0.5).
(c) Caleular [ f(z)da.

Sea: .
H(t):/ e dr, t>0.
0

Utilizando una férmula de cuadratura de tipo interpolatorio polinémico para los nodos:

2 4

7a772
3" 3

0,

71‘2

calcular H(2) y estimar el error cometido en funcién de una cota para las derivadas de f(x) = e

Sea la funcién f tal que:
f(4) =2, f(9) =3, f(16) =4.
Calcular numéricamente, comprobando los errores cometidos:
(a) f(8)
(b) f(6)
(©) J;" f(x)da
(Para comprobar los errores, tener en cuenta que f(z) = /7).

Sea la férmula de cuadratura: , .
[ f@) de =Y Aifia)
a i=0

para los nodos:




(a) Determinar para n impar cudnto vale:

Ap+Ar+ .+ Ans

(b) Calcular f02 log(1 4+ x)dz mediante una férmula de cuadratura del tipo anterior para n = 3.
(c¢) Hacer lo mismo para f02 1J%Idgc, determinando el eror cometido.
65. Calcular:
n+1 N
1, :/ 167 de, nmé€Z,
n

utilizando una férmula de cuadratura de tipo interpolatorio polinémico para los cinco nodos:

n+%,i:QLZ&4

66. Se considera la funcién f(z) = e~

(a) Se aplica el algoritmo de dicotomia para calcular « tal que:

Determinar, sin cédlcularlos, cial es el primero de los iterantes con una cifra decimal exacta
tomando como intervalo inicial [0, 1]. Calcular dicho iterante.

(b) ¢{Se podria utilizar el método de Newton-Raphson para calcular « inicidndolo en cualquier
Xo € [%, 1] ?
(¢) Deducir la férmula abierta de Newton-Cotes de 4 puntos para cualquier intervalo [a, b].

(d) Aplicar dicha férmula para calcular la integral:

/01 f(x) du.

(e) Calcular la integral anterior mediante la férmula de Simpson compuesta con 4 subintervalos y
acotar el error cometido.

67. Se consideran los nodos xg, x1,...,x, simétricamente distribuidos respecto del cero, esto es:
Ty = —Tp—i, Vi:O,l,...,’I’L.
(a) Sea l;(x), i = 0,1,...,n, el polinomio de Lagrange correspondiente al nodo z;, es decir, tal
que:

li(zj) =0;5, Yj=0,1,...,n.

Demostrar que:
li(—x) =l,—i(x), Vi=0,1,...,n, Va€R.

Probar que si n es par, entonces los coeficientes del polinomio de Lagrange l%(ac) correspon-
dientes a las potencias impares de x son nulos.

(b) Sea f una funcién regular definida en toda la recta real. Se considera la férmula de derivacién
siguiente:

Demostrar que:
Ai:_Anfiy Vi:0,17...,n.

Probar que si n es par, entonces Az = 0.

11



(¢) Sea a un nimero real positivo. Se considera la férmula de cuadratura siguiente:

n

’ f(z)dx ~ ZA,f(xl)

-a =0

Demostrar que:
Ai:An—ia Vz:O,l,,n

68. Calcular las soluciones de las ecuaciones en diferencias de orden 1 siguientes:
(@) Yn+1 —yn =0, yo=1.

Ynt1 —Yn =3, Yo =1.

Ynt1 — Yn =4n, Yo =1

Ynt1 —Yn =9", yo=1.

(€) Ynt1 —Yn=3+4n+5", yo=1.

69. Calcular la sucesién de Fibbonacci resolviendo la ecuacién en diferencias de orden 2 siguiente:
Yn+2 = Yn+1 + Yn
con condiciones iniciales yo = y; = 1.

70. Resolver la ecuacion en diferencias de orden 2:

Yn42 = QYp

en funcién del parametro real a.

Calcular los valores de « para los cuales se puede asegurar que existe lim, ¥y, y deducir el valor
que toma dicho limite.

71. Calcular la solucién de la ecuacién en diferencias de orden 2 siguiente:
Ynt2 = 2(Yn + Yns1 +3)
con condiciones iniciales yo = —1, y; = —1 — /3.

72. Resolver las ecuaciones en diferencias de orden 3 siguientes:

N|—

(8) Yn4s —Unt2 —Unt1+Un=3" w0 =0, y1 =1, y2=
(b) YUnt+3+Ynt2 —Ynt1 —Un =8, Yo =0, y1 =0, y2 =4.
(€) Yn+3 — 6Unt2 + 120nq1 — 8y, =48 2", 4o =0, y1 =2, y2 = 32.

73. Sea y, la suma de los cubos de los niimeros naturales de 0 a n, es decir:

Calcular el valor de y,, planteando y resolviendo una ecuacién en diferencias de orden 1.

74. Se tiene el siguiente algoritmo iterativo:

o arbitrario,

1

— k=0,1,...
2 4+ 2xy,

Te4+1 =

(a) Demostrar que la sucesién asi construida es convergente para cualquier zg € [0, 1].
Calcular el limite a de dicha sucesion.

12



(b) Partiendo de z¢ = 0, calcular x4 y dar una estimacién del error | z4 — o | .
Utilizar lo valores de v y =4 para dar una aproximacién del nimero v/3.

75. Sean
3 -1 0 0
A= -1 2 -11, b= 270
0 -1 3 -90

(a) Calcular la factorizacién Cholesky de A. Explicar por qué es A definida positiva.

(b) Para resolver el sistema Ax = b se considera la descomposicion A = M — N con N = 21.
Describir el método iterativo asociado a dicha descomposicién y ponerlo en la forma:

Tr41 = Bxp+c¢, k=0,1,...

(c) Explicar cémo determinar el espectro de B mediante el cdlculo de las raices del polinomio
det(AM — N) = 0. Calcular el radio espectral de B.

(d) Estudiar la convergencia del método iterativo del apartado (b).
76. Se considera el polinomio p(z) = 23 — 322 + 2z — 3.

(a) Utilizando la regla de Descartes, determinar el nimero de raices reales del polinomio p(z).
(Cuantas raices complejas puede tener?

(b) Determinar el niimero exacto de raices reales positivas menores o iguales que 4.

(¢) Determinar un intervalo en el cual se verifiquen las hipétesis de convergencia global del método
de Newton-Raphson.

(d) Aproximar la raiz localizada en el apartado (c) utilizando el algoritmo de Newton-Raphson
con un error menor que 107°.

(e) Calcular z3 y x4 por el método de "regula falsi” cuando tomamos 7 =3y z2 = 1.
77. Sea una funcién f(x) de la cual se conocen los valores:
wo=f(=1), wi=[f(Q1), w2=f(-1), ws=f(1)
Se pide:
(a) Encontrar los valores b, by, b2, b3 de modo que el polinomio de grado 3 definido por:
p(z) = b3(x — 1)*(z + 1) +ba(z — 1)(z 4+ 1)* + by (z — 1) + bo(z + 1)?

verifique:
p(_l) = Wo, p(l) = Wz, p,(_l) = Wa2, p/(l) = ws3.

(b) Probar que el anterior polinomio p(x) es el inico polinomio en Ps solucién del problema de
interpolacién planteado.

(c) Si se aproxima numéricamente:

‘ﬂﬂwm:fﬂwm

calcular los coeficientes de la férmula de cuadraturas:
1
[ @) do = Bof(-1) + Buf(1) + Baf (-1) + Baf (1),
-1
78. Resolver la siguiente ecuacién en diferencias:
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Yn+3 — Yn+t2 + 4yn+1 - 4yn = 100n,
Yo = _47
y1 =y2 =0.

79. Sea A € My x»(R) una matriz inversible y no simétrica. Sea b € R™.
(a) Demostrar que la matriz A*A admite una factorizacién de Cholesky, es decir, A*A = BB con

B matriz triangular inferior de elementos diagonales positivos.

(b) Demostrar, utilizando el apartado (a), que la matriz A'A admite una factorizacién LU, es
decir, A'!A = LU con U matriz triangular superior y L matriz triangular inferior de elementos
diagonales iguales a 1.

Determinar la relacién existente entre las matrices L, U y B.

(c¢) Explicar, utilizando el apartado (a), cémo usar el método de Cholesky para resolver el sistema
de ecuaciones lineales Az = b.

Describir brevemente el algoritmo de resolucién de dicho sistema.

80. (a) Se plantea el siguiente problema de interpolacién: Hallar un polinomio p(x) de grado menor o
igual que 3 tal que:

p(zo) = wo, p(1) =wi, p"(x0) =w2, p(x1)=1ws.
;Tiene siempre solucion unica el problema de interpolacién cualesquiera que sean los puntos
reales xg y x17 Justificar la respuesta.
(b) Calcular los coeficientes A; de la férmula de derivacién numérica de tipo interpolatorio poliné-
mico siguiente:

£7(0) = Ao f(0) + Arf(=h) + Ao f(—2h) + A3 f(h) + Aaf(2h),

siendo h un numero real conocido.

(c) Calcular el valor de las constantes By y B; para que la férmula de integracién numérica:
2m
() dz ~ Bo f(0) + By f(m),
0

sea exacta para todas las funciones del tipo: a + bcos(x), con a y b nimeros reales.

81. Se considera la siguiente funcién:
F:x2€]0.1,3] — F(z) =log(z) — cos(x) + 2 € R.

(a) Probar que la ecuacién F(x) = 0 tiene una unica raiz en el intervalo [0.1, 3].

(b) Aproximar dicha raiz con cuatro cifras decimales exactas utilizando un algoritmo de iteracién
funcional simple.

(c¢) Encontrar un intervalo en el cual se verifiquen las hipé6tesis del teorema de convergencia global
del método de Newton-Raphson y calcular cuatro iterantes utilizando dicho método.

82. Se considera la matriz:

1 2
3 35 0
2 1

1
00 -1
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83.

84.

85.

86.

87.

88.

Calcular el autovalor de A méas préximo a % por el método de la potencia inversa, mediante el
1,3 ,3

célculo de los cuatro primeros términos u', u?, u?,u* de la sucesién, tomando como primer término
u® = (1,1,1).
Obtener un autovector asociado a dicho autovalor.

(Todos los sistemas lineales que aparezcan deberan resolverse por el método LU.)

Sea y,, definido por:

n

yn=> (K —k), n=012...
k=0

Calcular el valor de y,, planteando y resolviendo una ecuacién en diferencias de orden 1.
Dada la matriz A € My, (R) definida por a,; = min{i, j}, se pide:

(a) Comprobar que es definida positiva viendo que admite una factorizacién del tipo Cholesky.
(b) Calcular su determinante y su inversa utilizando dicha factorizacién.
(c) Demostrar para el caso n = 3 que el método iterativo de Jacobi converge a la solucién del

sistema Ax = b, con b € R™, cualquiera que sea el vector inicial zq.

Dada la matriz

1 m -1
A= m  2m+3 0
-1 0 m+1

se pide:

(a) Encontrar el mayor entero positivo m para que A admita factorizacin Cholesky.

(b) Calcular la solucién del S.E.L. Az = b, con b = (2,16,8) por el método de Cholesky para el
parametro m del apartado anterior.

(¢) En ese mismo caso comprobar si el método de Gauss-Seidel es convergente.

Dada la matriz

ol
N|—=

O =
O ixw
s O

se pide:
(a) Calcular A~! por el método de Gauss-Jordan.

(b) Hallar la matriz J del método iterativo de Jacobi para la resolucién del S.E.L. Az = b, con
b € R3 dado.

(c) Comprobar si existe algiin vector ¢ € R? tal que la sucesién:
T+1 =Jxr+c, k>0
con xg arbitrario, sea convergente al vector z = (1,1,1).

Se considera el S.E.L. Ax = b con A € M,.,(R) simétrica e inversible. Se considera también el
sistema equivalente al anterior 422 = Ab. Probar que el método de relajacién para la resolucién
de este segundo sistema es siempre convergente si 0 < w < 2. ;Se puede asegurar lo mismo para el
primer sistema?

Para a € R, | a |< 1, se define la matriz
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A:

Q Q =
SIS
—Q

Se considera el sistema de ecuaciones lineales Az = b y se intenta resolver por un método iterativo
clasico. Se pide:

(a) Sila matriz A es definida positiva, json convergentes los métodos de Jacobi, Gauss-Seidel y
relajacion?. Razonar la respuesta.
(b) Si se afiade la hipétesis de considerar la matriz 2I — A definida positiva, json convergentes los

métodos anteriores?. Razonar la respuesta.

89. Para estudiar la solucién del S.E.L. Az = b, A € M,.»(R), b € R", se considera el algoritmo
iterativo:
tp1 = (I —w(D—E) Az + (D — E) 'wb, w > 0.
(a) Comprobar si el método anterior corresponde a un método iterativo clsico.

(b) Encontrar una relacién entre la matriz B del método anterior y la matriz B’ del método de
Gauss-Seidel. Escribir los autovalores de B en funcin de los de B’.

(c¢) Estudiar la convergencia del método de Gauss-Seidel y del método anterior para w = 1.11
cuando la matriz del S.E.L. es

A= -1 4 -1

En el caso de que ambos métodos sean convergentes, jcual de ellos lo es més rapidamente?.

90. Se considera el polinomio de grado n > 2 y coeficientes reales:
p(z) = apz™ + 17"t + ...+ a1z + ag.

(a) Demostrar que si « es una raiz compleja (no real) de p(x), entonces existe un polinomio de
grado 2 y coeficientes reales que divide exactamente a p(z).

2

(b) Si consideramos un polinomio de grado 2 y coeficientes reales w(x) = x* —ux — v se tiene que

p(z) = q(z).w(x) + r(x), con:
q(x) = bz % 4 by 12" + ..+ bsx + by, r(x) = bi(x — u) + bo.
Demostrar que los coeficientes by verifican la ecuacién en diferencias siguiente:
by —ubg41 —vbgyro =ag, 0<k<n—2 bp_1—ub, = an_1, b, = ay,.

(c) Segun el apartado anterior, los coeficientes by y by de r(x) dependen de u y v, esto es: (by,bg) =
F(u,v). | Qué relacién existe entre la solucién del sistema de ecuaciones no lineales F'(u,v) =
(0,0) y las raices de p(z) =07
Describir el método de Newton para resolver el sistema no lineal F'(u,v) = (0,0) y aplicarlo
al célculo de raices de p(z) = 0. (Se denomina método de Bairstow).

91. Sea A € M, «n(R) simétrica y definida positiva con autovalores A1 > Ay > ... > A,.

Para cada vector x € R"™, x # 0, se define el cociente de Rayleigh de z en la forma:

xtAx
R(z) = g
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(c)

Demostrar que:

An = 1’;17%1 R(x).

Se construye la sucesién de vectores {u*}rcn en la forma:

u® € R" arbitrario,
ubtl = AuF, k=0,1,...

Demostrar que si definimos &¥ = R(uF), entonces la sucesién de nimeros reales {€F}en
converge a. \; siempre que u® esté bien elegido. Precisar de manera correcta la definicién de
bien elegido.

Explicar cémo utilizar el método de la potencia inversa para calcular A,,.

92. Se considera el polinomio P(z) = 2z + 8% + 8z + 1.

93.

(a)

(c)

(d)

Contestar razonadamente a las siguientes preguntas:
{Tiene P(x) raices reales positivas?
;Tiene P(x) raices complejas no reales?

Obtener unas buenas cotas inferior y superior para las raices negativas de P(z).

Localizar, por Sturm, las raices reales negativas de P(z) en intervalos de la forma [m,m + 1],
con m € Z. ;Cuantas raices complejas (no reales) tiene P(x)?

Para calcular la raiz de P(xz) de menor médulo se utiliza el algoritmo de Lin. Describir la
sucesion que se obtiene por dicho método y demostrar su convergencia global en un intervalo
real adecuadamente elegido.

Utilizando el algoritmo de Lin y partiendo de zg = 0, calcular z¢. ;Cuantos iterantes serian
necesarios tedricamente para aproximar la raiz con tres cifras decimales exactas? ;Cuantos se
necesitan calcular en la préctica?

Se plantea el siguiente problema de interpolacién: Hallar una funcién interpolatoria p(z) de la
forma:
p(x) = Ag + A1 sen(x) + A cos(x)

tal que:
™
p(0) =1, p(a) =2, p(m)=3.
i Tiene este problema solucién? ;Es unica la soluciéon? En caso afirmativo, calcularla.

Se plantea el siguiente problema de interpolacién: Hallar una funcién interpolatoria g(x) de la
forma:
q(z) = By + By sen(z) + By cos(x) + Bs sen(2x) + By cos(2x)

tal que:

a(=m) = a(~3) = a(0) = 4(3) = a(r) =3

. Tiene este problema soluciéon? ;Es tnica la soluciéon? En caso afirmativo, calcularla.

Calcular los coeficientes C; de la féormula de derivacion de tipo interpolatorio polinémico:
™
f7(2) = Co f(0) + C, f(g) + Cy f(m).

Calcular los coeficientes D; de la formula de cuadratura de tipo interpolatorio polinémico:

| #@ o = Dy £0)+ Dy £5) + Da f ).
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(e) Teniendo en cuenta que:

°1
log(3) :/ ;dx,
1

aproximar el valor de log(3) por una férmula de Simpson compuesta con cuatro subintervalos.
Dar una acotacién del error cometido.

94. Sean A € M, x,(R), b € R™. Para resolver el S E.L. Az = b se propone el método iterativo
siguiente:

xg € R™ arbitrario,
(A+aD)y, = Az, — b, k=0,1,2,...
Tp+1 = Tk — Yk, k:0a172a"'

donde « es un parametro real y la matriz D es la parte diagonal de A.
(a) Demostrar que el método anterior corresponde a un método iterativo cldsico basado en una
descomposicién de A = M — N.
(b) {Qué debe verificar « para que el método esté bien definido?

(¢) Dar una condicién necesaria y suficiente para la convergencia del método en funcién de A, D
y Q.
(d) En caso de ser convergente el método, ja qué converge la sucesién {yz}?

(e) Si A es una matriz triangular superior con unos en la diagonal, determinar todos los valores
de a para los cuales el método es convergente. ;Para qué valor de o la convergencia es mas
rapida?

95. Sea el polinomio P(x) =apz* +a;2* '+ ...+ ap_1x +ap conraices ri,79,...,7; verificando:
|71 > 72 |>...>| 7[> 0.
Se considera la ecuacion lineal en diferencias con coeficientes constantes:

a0 Yntk + Q1 Yntk—1 + ..+ Qp—1 Ynt1 +apy, = 0.

(a) Calcular la solucién general y, de dicha ecuacién en diferencias.

(b) Obtener una condicién bajo la cual se verifique:

. 1
lim Yntl _ r1.
n=o0 Y

(Se denomina método de Bernoulli para el calculo de la raiz dominante de un polinomio).
(c) Explicar cémo se puede utilizar el método anterior para calcular la raiz 7, del polinomio
P(z) =0.

96. Se considera la matriz:
1 1 1
A= 2 3 3
0 4 5

(a) Aproximar el autovalor dominante de A por el método de la potencia iterada, mediante el
calculo de los vectores u!,u?,u?, u*,u® de la sucesién, tomando como vector inicial u® =

(1,—1,1). Dar una aproximacién de un autovector de A asociado a dicho autovalor.

(b) Calcular el polinimio caracteristico de A por el método de Hyman. Teniendo en cuenta que
A1 = 1 es un autovalor de A, calcular el espectro de A de forma exacta. Deducir de lo obtenido
por el método de Hyman cual es un autovector de A asociado a Aj.
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97. Se considera a > 0. En el intervalo [0, a] se definen los cinco nodos equiespaciados xg, x1, T2, T3, %4

en la forma: a
xp=kh, k=0,...,4; donde h:Z'

(a) Se considera la férmula de cuadratura de tipo interpolatorio polinémico:

@ 4
/ f@)do~ 3" Ay f(a):
0 k=0

Calcular el valor de los coeficientes Ay, k=0, ...,4. Deducir de lo anterior que:

0 4

fla)do =" Ay f(—ax).
—a k=0
(b) Se considera la férmula de derivacién de tipo interpolatorio polinémico:
a 4
m ~
f (5) = ;OBk f(zg).

Calcular el valor de los coeficientes By, k=0,...,4.

(c¢) Teniendo en cuenta que:
Y
sen(y) :/ cos(x) dz,
0

aproximar el valor de sen(1) por una férmula del trapecio compuesta con cuatro subintervalos
y por una férmula de Simpson compuesta con tres subintervalos. En ambos casos, dar una
acotacion del error cometido.

98. Se desea resolver el S.E.L. Ax =b con A € M,,»,,(R) matriz simétrica y definida positiva.
(a) Explicar cémo utilizar un método de célculo de minimos de funciones cuadréticas para obtener

la solucién del sistema.

(b) Entre los métodos de célculo de minimos destacan, por su sencillez, los métodos de gradiente,
donde se construye una sucesion destinada a converger a la solucién:

Tyl = Tk + prdr, ke N,

con dy, la direcciéon de descenso y py el paso correspondiente.

Explicar cudl es la eleccién de di en los métodos de gradiente y razonar el motivo de esta
eleccién.

(c) Entre los métodos de gradiente, el mas conocido es el método de mdzimo descenso donde, tras
tomar la direccién de descenso como en el apartado anterior, el paso se elige de manera que
minimice la funcién cuadratica correspondiente. Calcular la expresién explicita del paso en
funcién de la direccién de descenso.

99. Segun ciertas teorias econdémicas, el incremento de la inflacciéon en el ano n, denotado por y,, se
obtiene como solucién de la ecuacién en diferencias:

Ynt2 = Va+bynt1 —ayn + 1,
donde a y b son dos parametros econémicos relativos a la inversion piblica y a la tasa de desempleo.

(a) Resolver dicha ecuacién para el caso a = b = 1.

(b) En el caso anterior y sabiendo que el incremento en los anos 1984 y 1985 fue, respectivamente,

1
Yioga = 1+ ok Y1085 = 1,

predecir cudl sera el incremento de la inflaccién para el ano 1998.
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100. Se considera la ecuacion:
F(z)=2"—-bx+4+2=0.

(a) Demostrar que tiene solamente dos raices reales y separarlas en intervalos de la forma [m, m+1],
conm € Z.

(b) Encontrar un método de iteracién funcional simple distinto del de Newton-Raphson y un
intervalo de forma que, partiendo de cualquier punto de dicho intervalo, el algoritmo converja
a la raiz de menor mdédulo.

(¢) Repetir el apartado anterior para la raiz de mayor médulo.

(d) Encontrar un intervalo en el cual el método de Newton-Raphson sea globalmente convergente
a la raiz de mayor médulo. Partiendo del punto medio x( del intervalo encontrado, calcular
los cuatro primeros iterantes xi, Ts, T3, T4.

101. Sean
8 10 -18 —6
A= 5 13 -19 |, b= 3
4 8 —12 0

(a) Para resolver el S.E.L. Ax = b se considera el método iterativo asociado a la descomposicién
A= M — N con M = 41I. Escribir el método en la forma

Tk41 = Bxg +c¢, k=0,1,...

calculando B y c.
(b) Determinar ||B||oo ¥ ||B||1- {Es convergente el método anterior?
(c) Utilizar el método de la potencia iterada, tomando como vector inicial
1

ug = 1 s
1

para aproximar el radio espectral de B. (Es necesario calcular al menos los tres primeros
iterantes uy, ug, us.)

102. Dada la ecuacién algebraica p(x) = 22° — 6x +1 = 0:

(a) Separar sus raices reales por Sturm.

(b) Encontrar una sucesién de la forma:

zo dado,
Tpt1 = 9g(zn), n=0,1,...
que converja a la raiz de menor valor absoluto.

(¢) Determinar el niimero de iteraciones necesarias para obtener por el método anterior una apro-
ximacion de dicha raiz con 3 cifras decimales exactas partiendo de xy = 0..

103. Sea A € My, x,(R) una matriz de la fooma A =D —E—F, con D =1, F = E!  y tal que la
matriz (I — E) sea inversible. Para resolver el S.E.L. Ax = b se define el algoritmo siguiente:

20 arbitrario,

(I — E)y* = Fz*F +b,
(I —F)x**' =Eyf+b, k=0,1,2,...

(a) Demostrar que la matriz (I — F) es inversible y que (I — E)~'E = E(I — E)~L.

(b) Escribir el algoritmo en la forma cldsica: z**' = Ba* +¢, k=0,1,2,...

20



(¢) Comprobar que el método corresponde a una descomposicion de A =M — N con N = EF.

(d) Tomemos:

0 0 0 1 0
E = 0 0 0 |, b=1| 0 |, =11
-1 00 0 0

Explicar razonadamente si en este caso es convergente el método iterativo anterior.

Construir el primer iterante z'.

104. (a) Sea A € M, x,(R) una matriz simétrica, no definida positiva e inversible que admita factor-
izacién LU. Demostrar que la matriz A puede escribirse en la forma A = BB!, donde B es una
matriz triangular inferior y donde B es una matriz tal que cada columna de B es o bien igual
a la columna correspondiente de B, o bien igual a la columna correspondiente de B cambiada

de signo.
Dada la matriz:
1 2 3
A= 2 8 22
3 22 72

encontrar una factorizacién de la forma A = BB?.

(b) Sea C € M, «,(R) una matriz simétrica y definida positiva. ;Cudntas factorizaciones de la
forma C = SS% con S matriz triangular inferior, admite?. (Es decir, sin necesidad de que
los elementos diagonales sean positivos).

1 3
O‘<3 13)

encontrar todas las factorizaciones posibles de la forma C = SS°.

Dada la matriz:

105. Se considera la matriz simétrica:
4

1 3
A=13 3 1
4 1 -1

(a) Encontrar, mediante el método de Householder, una matriz tridiagonal simétrica semejante a

A.

(b) Utilizar el método de Givens para calcular el polinomio caracteristico de A y una sucesién de
Sturm relativa a dicho polinomio.

(c) Separar, usando la sucesién de Sturm, los autovalores de A en intervalos de la forma (m, m+1),
conm € Z.

(d) Utilizar el método de Newton-Raphson, partiendo del iterante inicial xg = 0, para aproximar
con cuatro cifras decimales exactas el autovalor de menor médulo de A.
1
x+2

106. Sea la funcién f(z) =

(a) Se consideran los (n + 1) nodos equiespaciados y; = yo + jh, j=0,1,...,n.
Se considera la formula de derivacién de tipo interpolatorio polindémico:

F ) =7 A fy)-
j=0

Demostrar que:

i. Sim > n, entonces f(™(a) ~0, Va € R.
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ii. Si m = n, entonces los coeficientes de la férmula verifican la propiedad de simetria sea
cual sea el punto «, es decir:

Aj=(-1)"A,—;, VYj=0,1,...,n, Ya€eR.

(b) Dados los nodos xp =k, k=0,1,...,6, aproximar el valor de f"/(3) mediante la férmula
de derivacion de tipo interpolatorio polinémico:

6
F"(3) = By f(wr).
k=0

(¢) Teniendo en cuenta que:
6
tog(t) = [ f(a) d,
0

aproximar el valor de log(4) por una férmula del trapecio compuesta con seis subintervalos
y por una férmula de Simpson compuesta con tres subintervalos. En ambos casos, dar una
acotacion del error cometido.

107. Se considera el SEL. Az =b con A € Myx,(R) simétrica.

(a) Para resolver el sistema se utiliza el método de Richardson:

29 arbitrario,
xk+1zcxk+b’ k‘:O’l,Z,...

donde la matriz C' =1 — A verifica: Sp(C) C [—3, 3].
Encontrar el menor intervalo real de la forma [a, b] que contenga todos los autovalores de A.
Es A definida positiva? ;Es el método de Richardson convergente?

(b) Para acelerar la convergencia del método de Richardson se utiliza el algoritmo de extrapolacion
dependiente del pardmetro real a > 0 :

20 arbitrario,

yk:CJUker,
S —agh+ (L= a)ak, k=0,12,...

i. Escribir el algoritmo en la forma cldsica: ¢! = BzF +¢, k=0,1,2,...

ii. Demostrar que corresponde a una descomposicién de A = M — N.
iii. jPara qué valores del parametro « es convergente el algoritmo de extrapolacién?
iv. Para el caso particular «a = 1, jqué método es el algoritmo de extrapolacién?

108. (a) Sea A € M, x,(C) una matriz hermitiana (A* = A) con autovalores A1, Ag,...,A,. Sea
{p1,p2,...,pn} una base ortonormal de C", formada por autovectores de A, esto es: Ap; =
Ajpj, Vi =1,2,...,n. Se define la matriz de Hotelling:

B =A— A\ip1p;.

i. Probar que todos los autovalores A; de A son reales. Deducir que B es hermitiana.
ii. Demostrar cudl es el espectro de B.
iii. Encontrar una base ortonormal de C", formada por autovectores de B.

(b) Seintroduce en la calculadora un nimero cualquiera del intervalo [0, 1] y se pulsa repetidamente
la tecla de la funcién coseno ([ cos |) ;Qué ntmero aparecerd en la pantalla de la calculadora
tras suficientes pulsaciones? Dar una caracterizaciéon de dicho nimero y una explicacién a ese
comportamiento.

Si en vez de la tecla del coseno se presiona repetidamente la tecla de la funcién exponencial (

) {Qué ocurrird en este caso?
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109. Se considera la funcién:
F(x) =" —42®, x€R.
(a) Demostrar que la ecuacién F’'(x) =0 sélo tiene dos raices reales.

(b) Localizar, por métodos grificos y analiticos, todas las raices reales de F(z) =0 en intervalos
de la forma (m,m + 1), con m € Z.

(c¢) Encontrar una funcién y un intervalo adecuados para que el método de iteracién funcional
simple converja globalmente hacia la menor raiz positiva de la ecuacién F(x) = 0. Partiendo
del iterante inicial oy = 0, aproximar con tres cifras decimales exactas dicha raiz.

(d) Utilizar el método de Newton-Raphson, partiendo del iterante inicial zo = 0, para aproximar
con tres cifras decimales exactas una raiz de la ecuacién F’(x) = 0. Demostrar la convergencia
global del método en un intervalo adecuado.

(e) Calcular el polinomio de interpolacién de Lagrange para la funcién F correspondiente a los
nodos xx =k, k=0,1,2,3.
Aproximar, mediante dicho polinomio, el valor de la funcién F en el punto x = 1.5 y determinar
el error cometido comparando con el valor exacto F(1.5).

(f) Calcular el spline cibico natural relativo a la funcién F'y a los nodos zp =k, k=0,1,2,3.

Aproximar, ahora mediante dicho spline, el valor de la funcién F en el punto z = 1.5 y
determinar el error cometido en la aproximacion.

(g) Aproximar el valor de F'(2) usando la férmula de derivacién de tipo interpolatorio polinémico:

4
F'(2) = > Ay F(k).
k=0

Dar una acotacién del error de derivacion cometido.

/04 F(x)dx

por una férmula de Simpson compuesta con cuatro subintervalos.

(h) Aproximar el valor de la integral:

Dar una acotacion del error de integracién cometido.

110. Sea u € R™ un vector unitario (es decir, ||ul|2 = u'u = 1) y sea w € R™ un vector ortogonal a u
(esto es, (u,w) = wlu =0). Para a € R, se define la matriz:

By = ol +uu' € M, «,(R).

(a) Demostrar que u y w son autovectores de B,.

(b) Determinar el espectro de B,. Deducir que det(B,) = (1+ a)a™ L.
;Para qué valores de « es B, simétrica?. ;Para cudles es definida positiva?.

(c) Si consideramos el método iterativo:

2% € R™ arbitrario,
2F*tl =ByaF +¢, k=0,1,2,...

;Para qué valores de a es dicho método convergente?.

En caso de convergencia, dar una caracterizacion del limite.

(d) Supongamos « > 0. Describir el método de la potencia iterada para calcular el autovalor
dominante de B,, escribiendo la sucesién que se obtiene al partir del iterante inicial u® = u+w.
LA qué valor converge dicha sucesion?.

111. Sea f: R — R una funcién real. Se considera h > 0.
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(a) Se plantea el siguiente problema de interpolacién: Hallar un polinomio ¢(z) de grado menor o
igual que 3 tal que:

q(0) = £(0), ¢"(=h)=[f"(=h), q(h)=f'(h), q"(2n)= f"(2n).

;Tiene solucién unica el problema de interpolacién? Justificar la respuesta.
En caso afirmativo, calcular la solucién.

(b) Calcular los coeficientes A; de la férmula de derivacién numérica de tipo interpolatorio poliné-
mico siguiente:

J"(0) >~ Ao f(0) + A1 f(=h) + Aa f(h) + As f(—2h) + A4 f(2h).

(c) Calcular los coeficientes B; de la férmula de integracién numérica de tipo interpolatorio poliné-
mico siguiente:

h
[ 1(@)d = Bof(0) + By [(=21) + Baf 21).

112. Se considera el polinimio F(z) = 2% —z — 1.

(a) Determinar el nimero exacto de raices positivas, negativas y complejas no reales que tiene el
polinomio.

Calcular una buena cota superior de las raices positivas y una buena cota inferior de las raices
negativas de dicho polinomio.

Localizar todas sus raices reales en intervalos de la forma (m,m + 1), con m € Z.

(b) Encontrar una funcién y un intervalo adecuados para que el método de iteracién funcional
simple converja globalmente hacia una raiz positiva.

Partiendo del iterante inicial zg = 1, jcudntos iterantes son necesarios tedricamente para
obtener la raiz con tres cifras decimales exactas?.

Aproximar con tres cifras decimales exactas dicha raiz.

(¢) Utilizar el método de Newton-Raphson, partiendo del iterante inicial zy = —1, para apro-
ximar con tres cifras decimales exactas una raiz negativa del polinomio.

Demostrar la convergencia global del método en un intervalo adecuado.

(d) Deducir de los apartados anteriores una buena aproximacién del médulo de las raices complejas
no reales.

113. Se considera el sistema no lineal:

e 4272 = |og(2)
x3 + 3sen(zy) =3

(a) Resolver dicho sistema por el método de Newton, calculando los tres primeros iterantes

xb 22, 23, a partir del iterante inicial:
0 —2
= .
(b) {Qué se puede decir sobre la convergencia del método?.
;Qué error se comete si aproximamos la solucién exacta por % ?.

114. Sea A € M, «,»(R) una matriz simétrica y definida positiva con radio espectral p(A) = a. Sea
be R"™

(a) Para resolver el S E.L. Az =b se define el siguiente algoritmo iterativo:

29 arbitrario,

ay® = AzkF —b,
3okt =32k — 29, k=0,1,2,...
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i. Escribir el algoritmo en la forma cldsica: z**' = Bz* +¢, k=0,1,2,...
ii. Comprobar que el método corresponde a una descomposiciéon de A = M — N.

iii. Demostrar la convergencia del método iterativo.

(b) Si el sistema se escribe en la forma F(z) =0 con:
F(z)=Ax -

construir la sucesion que se obtiene al calcular su solucién por el método de Newton.

; Cuantos iterantes serfan necesarios para obtener la solucién con seis cifras decimales exactas?

115. La férmula de Poncelet (o punto medio) para aproximar el valor de una integral es:

a+b
2

b
/f(x)dx':(b—a)f( )

y una acotacién del error cometido viene dada por:

b—a)?
lerror| < (b—a)
(a) Obtener una expresién para la férmula de Poncelet compuesta de m subintervalos.

(b) Deducir una acotacién del error para dicha férmula. jPara qué funciones sera exacta la féormula
de Poncelet compuesta?.

(c) ;Qué representa graficamente la férmula de Poncelet compuesta?.

(d) Calcular por la férmula de Poncelet compuesta con 5 subintervalos el valor aproximado de la

integral:
/ 2% dx
_3
2

, definida en el dominio (—2m,7).

(N

116. Se considera la funcién F(x) = 3 cos(z) — e2*

(a) Localizar en dicho dominio 3 raices de F' en intervalos de la forma (m,m + 1) con m € Z.

(b) Determinar un intervalo en el cual el método de iteracién funcional simple converja globalmente
a la raiz de menor médulo de F.
Partiendo de xy = 0, calcular la raiz con 3 cifras decimales exactas.

(c) Calcular el polinomio de interpolacién de Taylor P(z) de tercer grado para la funcién F en el
punto xy = 0.
Calcular una cota superior para las raices reales positivas del polinomio P.
; Cuantas raices positivas tiene P ?

(d) Para calcular la rafz positiva de P de menor médulo se utiliza el método de Newton-Raphson.
Demostrar su convergencia global en un intervalo adecuadamente elegido.
Partiendo de xg = 0, calcular dicha raiz con tres cifras decimales exactas.

117. Se considera la matriz simétrica y definida positiva:
1 1 1
A= 1 2 2
1 2 3

(a) A partir del vector inicial u® = (11 1)* se construye la sucesién u**! = Au*, k € N.

Calcular, por el método de Rayleigh, el autovalor dominante de A con tres cifras decimales
exactas.

Aproximar, por el método de la potencia normalizada, un autovector asociado.
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118.

119.

120.

121.

(b) Calcular el determinante de A usando su factorizacién de Cholesky.

n
1
Se define: ynzzz—k, n=0,1,2...
k=0

Calcular el valor de y,, planteando y resolviendo una ecuacién en diferencias de orden 1.

(oo}

1

Deducir ctianto vale la suma de la serie Z ok

k=0

Sea la funcién continua F': [a,b] C R — R, tal que F(a).F(b) <O0.

Se considera la ecuacién F(x) = 0 con una unica raiz en el intervalo [a,b]. Calcularemos dicha
raiz por el método de tricotomia :

La idea del método es construir una sucesién de intervalos {[ax,bx]} a partir del intervalo inicial

[ag,bo] = [a,b]. Para ello se subdivide el intervalo [ax_1,bk—1] en tres subintervalos de igual
longitud y se elige como [ag,bx] aquel subintervalo tal que F' tome en sus extremos signos opuestos.
_ag+ b

Llamaremos zj, al punto medio del intervalo [ay, bg], esto es, x 5

(a) Demostrar que la sucesién {xy} es convergente.
(b) Probar que su limite es la raiz de F(z) = 0.

(¢) Dar una estimacién del error cometido al aproximar la raiz exacta por el iterante x.

Sea A una matriz simétrica, inversible y con radio espectral p(A) < «. Intentamos calcular el
autovalor dominante de A.

(a) Se define B= A+ al.
1 Qué relacién existe entre los autovalores de A y de B? ;Y entre los autovectores correspon-
dientes?
Demostrar que B es definida positiva y dar una cota de su radio espectral.
Explicar cémo utilizar el método de Rayleigh aplicado a B para calcular un autovalor de A.
El autovalor asi obtenido, jes el autovalor dominante de A?

(b) Se define C = A2.
1, Qué relacion existe entre los autovalores de A y de C? ;Y entre los autovectores correspon-
dientes?
Demostrar que C es definida positiva y dar una cota de su radio espectral.
Explicar cémo utilizar el método de Rayleigh aplicado a C para calcular un autovalor de A.
El autovalor asi obtenido, jes el autovalor dominante de A7

Se desea resolver el S.E.L. Ax = b, donde:

2 -1 7
(a) Partiendo del iterante inicial 2% = (0 0)!, calcular los tres primeros iterantes z', 22, 2® por
el método de maximo descenso.
(b) Partiendo del mismo iterante inicial 2% = (0 0)! , calcular los tres primeros iterantes

z', 22, 23 por el método de gradiente conjugado.

(¢) Comparar y explicar los resultados obtenidos en los dos apartados anteriores.

1
122. Se discretiza, con paso h = N el intervalo [0,1] mediante los nodos equiespaciados:

T, = nh, n=0,1,...,N.
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(a) A partir de la férmula regresiva para la derivada primera:

f(@n) = flen)

fan) =~ A

obtener las féormulas regresivas para las derivadas de segundo, tercero y cuarto orden.

(b) Se considera la ecuacién diferencial:
y"(z) — 4y(x) = -8z, 0<z<1.

Aproximando las derivadas por las férmulas regresivas, obtener la ecuacién en diferencias
correspondiente a la ecuacién diferencial.

Calcular la solucién general de dicha ecuacion en diferencias.
(c) Para N = 3 calcular los coeficientes de la férmula de cuadratura de tipo interpolatorio
polinémico:

2 3
/ f(z)dx ~ ZAnF(xn)
-1 n=0

123. Sea A € M, «,(R) una matriz simétrica y definida negativa. Sea b € R".

(a) Demostrar que existe, al menos, un nimero real « tal que la matriz A+« admite factorizacién
Choleski, esto es, se puede encontrar una matriz triangular inferior L € M, (R) verificando
que A+l =LLY

(b) Para resolver el S.SE.L. Az =b se define el siguiente algoritmo iterativo:

20  arbitrario,
Lyt = azk +b,
bt = ok gk — Ltak k=0,1,2,...

i. Escribir el algoritmo en la forma cldsica: z**' = BzF +¢, k=0,1,2,...
ii. Comprobar que el método corresponde a una descomposiciéon de A = M — N.

iii. Suponiendo que el polinomio p(A) = det(A+ (A —1)L) tiene todas sus raices de médulo
menor que la unidad, demostrar la convergencia del método iterativo.

iv. En caso de convergencia, demostrar que z*

i A qué converge y* ?

converge a la solucion del sistema.

124. Sea f: R — R una funcién real. Se considera h > 0.

(a) Se plantea el siguiente problema de interpolacién:
Hallar un polinomio ¢(z) de grado menor o igual que 3 tal que:

q(h) = f(h), q"(h)=f"(h), q(=h)=f(=h), q"(=h)=f"(=h).

i Tiene solucién unica el problema de interpolaciéon? Justificar la respuesta.
En caso afirmativo, calcular la solucidn.

(b) Calcular los coeficientes A; de la férmula de derivacién numérica de tipo interpolatorio poliné-
mico siguiente:

f7(0) = Ao f(h) + A1 f(2h) + Az f(=h) + Asf(=2h).

(c) Calcular los coeficientes B; de la férmula de integracién numérica de tipo interpolatorio poling-
mico siguiente:

h
/_ f(w)dz = Bf (k) + By (2h) + Baf(~h) + Byf (~2h).
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125. Se considera la matriz simétrica:

A:

= O N
=N O

1
1
1

(a) Utilizar el método de la potencia iterada para obtener el autovalor dominante A\; de A, calcu-
lando los cinco primeros iterantes a partir del iterante inicial v’ = (1 1 —1)*. Determinar
un autovector asociado vi.

(b) Calcular dos valores a,b € R tales que vy = (a b 0)' sea un autovector de A con ||v2 |0 = 1.
Calcular el autovalor A al que esta asociado.
Deducir el valor del otro autovalor A3 de A.

(¢) Utilizando matrices de Householder, obtener una matriz tridiagonal simétrica B que tenga los
mismos autovalores que A.

(d) Calcular el polinomio caracteristico de A por el método de Hyman. Deducir de lo obtenido un
autovector vz de A asociado al autovalor A3 obtenido en el apartado (b).

126. Sea el polinomio P(z) =25 -3z +1.
(a) Determinar unas buenas cotas superior e inferior de las raices positivas de P, asi como el
numero exacto de raices positivas.

(b) Demostrar que si « es una raiz de P, entonces —« también lo es.
Deducir el niimero de raices negativas de P y unas cotas para dichas raices.

(¢) Demostrar que el método de Newton-Raphson es globalmente convergente para calcular una
3
raiz de P en el intervalo [Z’ 1]. Utilizar dicho método, partiendo de zy = 1, para calcular una

raiz de P con dos cifras decimales exactas.
2n
127. Se define: yn=_Kk, n=012...
k=0

Calcular el valor de y,, planteando y resolviendo una ecuacién en diferencias de orden 1.
128. Sea A € M,,x,(R) una matriz simétrica y definida negativa. Sea el vector b € R".

(a) Demostrar que existe una matriz L € M, «,(R) triangular inferior con todos los elementos
diagonales positivos tal que A = —L Lt.
Explicar como utilizar esta factorizacién para resolver el sistema lineal Az = b.
Deducir una expresién para det(A) en funcién de los elementos diagonales de L.

(b) Para resolver el SE.L. Az =b se define el siguiente algoritmo iterativo:

29 arbitrario,

Ltyk =b— Azk,
okl = ok — Ayk, k=0,1,2,...

i. Escribir el algoritmo en la forma cldsica: zF*' = BzF+¢, k=0,1,2,...
ii. Comprobar que el método corresponde a una descomposicién de A = M — N.
iii. Dar una condicién que garantice la convergencia del método iterativo.

k

iv. En caso de convergencia, demostrar que la sucesién " converge a la solucién del sistema

Az =0b. ;A qué converge la sucesién y* ?

129. (a) Se plantea el siguiente problema de interpolacién:
Hallar un polinomio p(z) de grado menor o igual que 2 tal que:

pPoy=1p'1H=2  p2)=3.

(Tiene solucién el problema de interpolacion? ;Es tnica? Justificar la respuesta y, en caso de
tener solucién, calcularla.
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(b) Responder a las cuestiones del apartado (a) para el nuevo problema de interpolacién:
Hallar un polinomio ¢(z) de grado menor o igual que 2 tal que:

¢0)=-1, qJ"(1)=2  ¢(2) =3

(c) En el intervalo [0,1] se definen los nodos equiespaciados zj = % k=0,...,4. Se considera
la féormula de derivacién numérica de tipo interpolatorio polinémico:

4
1
/ ~
F(5) =D Af(an).
k=0
Calcular los coeficientes Ay, k=0,...,4.
(d) En el intervalo [0, 1] se definen los nuevos nodos y; = %, j =0,...,3. Se considera la férmula

de cuadratura de tipo interpolatorio polinémico:

1 3
/me:Z&Mﬂ
0 s

Calcular los coeficientes Bj, j=0,...,3.
130. Se considera el polinimio P(z) = z* + 222 — 9z + 1.

(a) Determinar, sin utilizar el método de Sturm, el ntimero exacto de raices positivas, negativas y
complejas no reales que tiene el polinomio.

(b) Calcular unas buenas cotas superior e inferior de las raices positivas de dicho polinomio.
Localizar todas sus raices reales en intervalos de la forma (m,m 4+ 1), con m € Z.

(¢) Encontrar una funcién y un intervalo adecuados para que el método de iteracién funcional
simple converja globalmente hacia la raiz de menor médulo.

Partiendo del iterante inicial zo = 0, aproximar con cuatro cifras decimales exactas dicha raiz
por el método de iteracién funcional simple.
;Cuantos iterantes serian necesarios tedricamente para obtener la raiz con cuatro cifras deci-
males exactas?

(d) Demostrar la convergencia local del método de Newton-Raphson para aproximar la raiz de
mayor moédulo del polinomio.

Partiendo del iterante inicial xg = 2, obtener dicha raiz con tres cifras decimales exactas por
el método de Newton-Raphson.

131. Se considera la matriz:

4 1 —4
A= -8 6 0
6 1 —6

(a) Utilizar el método de la potencia iterada para obtener el autovalor dominante A\; de A, calcu-
lando los cinco primeros iterantes ul,u?, ..., u® a partir del iterante inicial u® = (1 5 1) .

Determinar un autovector p; de A asociado al autovalor \;.

(b) Obtener, por el método de Householder, una matriz Hessenberg superior B que sea semejante
a A.

(c¢) Sabiendo que A = 2 es un autovalor de B, obtener, por el método de Hyman, un autovector
vy de B asociado a A = 2.

Teniendo en cuenta que A = 2 también es autovalor de A, deducir de lo anterior un autovector
po de A asociado a A = 2.

132. Se considera la ecuacién numérica F(z) = 0, donde F' es una funcién suficientemente regular. Sea
« € R una raiz de F' de multiplicidad m > 1.
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(a) Describir el algoritmo de Newton-Raphson para calcular dicha raiz de F.
(b) En caso de que el método sea convergente, jcdal seria su orden de convergencia?

(c) Se define la nueva ecuacién numérica G(z) = 0, donde:

Demostrar que a € R es una raiz simple de G.

(d) Describir el algoritmo de Newton-Raphson para calcular dicha raiz de G, obteniendo la ex-
presion final en funcién de F.

(e) En caso de que el método fuera convergente, ;jcual seria su orden de convergencia?

133. (a) Se plantea el siguiente problema de interpolacién:
Hallar un polinomio p(z) de grado menor o igual que 3 tal que:

p)=3 p'1)=2 p"@2)=1 »p'V@E) =o0.

i Tiene solucién el problema de interpolacion? ;Es unica? Justificar la respuesta y, en caso de
tener solucién, calcularla.

(b) En el intervalo [100, 101] se definen los nodos equiespaciados xp = 100 + %, k=0,...,4. Se
considera la formula de derivacién numérica de tipo interpolatorio polinémico:

4
201
f/(T) ~ > Arf ().
k=0
Calcular los coeficientes Ay, k=0,...,4.
¢) En el intervalo , se definen los nuevos nodos y; = +4, j=0,...,3. Se considera
(c) Eneli lo [100, 101] se definen 1 d ; =100+ % 0 3.8 d

la féormula de cuadratura de tipo interpolatorio polinémico:

101 3
f@)dz ~ Y B;f(y;).
100 s
Calcular los coeficientes B;, j=0,...,3.

134. Se considera el SE.L. Az = b con A € M,x,(R) una matriz simétrica y definida positiva.
Denominaremos C' a la matriz de Cholesky tal que A = C C*.

(a) Para resolver el S.E.L. Az =0 se define el siguiente algoritmo iterativo:

29 arbitrario,

yk = 2k + Ot ¥,
Czhtl =Cy* —b, k=0,1,2,...

i. Escribir el algoritmo en la forma cldsica: zF*' = BzF +¢, k=0,1,2,...
ii. Comprobar que el método corresponde a una descomposicién de A = M — N.

k

iii. En caso de convergencia, demostrar que la sucesién x” converge a la solucion del sistema

Az =b. ;A qué convergeria la sucesién y* ?

(b) Consideremos el caso particular:

1 2 3 1
A=25 8 |, b=|4
3 8 14 8

i. Resolver el S.E.L. utilizando el método directo de Cholesky.
Deducir el valor del determinante de A.
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ii. jSerfa convergente el método iterativo propuesto en el apartado (a) ?

135. Se considera la matriz:
1 1 0
A= 1 21
0 1 3

(a) Utilizar el método de la potencia iterada para obtener, con dos cifras decimales exactas, el
autovalor dominante \; de A, calculando los cuatro primeros iterantes u!,u?, u3,u* a partir
del iterante inicial «° = (1 2 3).

Determinar, de manera aproximada, un autovector de A asociado al autovalor A;.

(b) Obtener, por el método de Givens, el polinomio caracteristico de A.
Sabiendo que Ay = 2 es un autovalor de A, obtener, de manera exacta, todos los autovalores
de A.

(¢) Utilizando el método de Hyman, calcular de manera exacta un autovector asociado a cada uno
de los autovalores de A.

136. Supongamos que la matriz A € M), x,(R) admite una descomposicién A = P — @, tal que la matriz
inversible P~1Q tiene todos sus autovalores reales verificando

I1>M > > >\,

Para resolver el S.E.L. Ax = b se define el siguiente algoritmo iterativo en funcién del parametro

real w:
20 arbitrario,
(14 w) PakF*! = (Q + wP) 2% + b, k=0,1,2,...

(a) Escribir el algoritmo en la forma clasica: z**! = Ba¥ +¢, k=0,1,2,...

(b) Comprobar que el método corresponde a una descomposicién de A = M — N.

(¢) Encontrar los valores de w para los cuales el método es convergente.
k converge a la solucién del sistema.
)\1 + >\n

2

En caso de convergencia, demostrar que la sucesion x

(d) El pardmetro de convergencia 6ptima se obtiene para w* =

En este caso, calcular el radio espectral de B.

137. Sea v € R™ un vector unitario, es decir, v'v = 1.
Sea z € R™ un vector ortogonal a v, esto es, viz = 0.
Se define la matriz de Householder H = I — 2vvt € My« (R).

a) Demostrar que H es simétrica.

(
(b) Calcular H?. Deducir el valor del determinante det(H) y de la inversa H~!.
(
(d
(e) Sea B € M, xn(R) una matriz cuya primera columna es un vector b verificando que b—||b||2 e1 =
v. ;Cémo es la matriz producto HB 7

)
)
¢) Calcular Hv. Deducir que A\; = —1 es un autovalor de H. ;Cudl es un autovector asociado?
) Calcular Hz. Deducir que A\ = 1 es un autovalor de H. ;Cuél es un autovector asociado?
)

138. Se considera el polinimio P(z) = 23 + 4z — 1.

(a) Determinar, sin utilizar el método de Sturm, el ntimero exacto de raices positivas, negativas y
complejas no reales que tiene el polinomio.

(b) Calcular unas buenas cotas superior e inferior de las raices positivas de dicho polinomio.
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139.

(¢) Para calcular una raiz positiva se utilizard el algoritmo de Lin. Encontrar un intervalo adecuado
para que dicho algoritmo sea globalmenmte convergente.

Partiendo del iterante inicial xq = 0, aproximar con cinco cifras decimales exactas dicha raiz
por el algoritmo de Lin.

(d) Deducir el valor del médulo de las otras raices de P(z) = 0.

(a) Se define la longitud ! de una curva y = f(z), a < x <b, de la forma:

i.

ii.

b
1:/\ﬂ+w@mm

Aproximar la longitud de la curva y = sen(z), 0 < z < 2, mediante la férmula del
trapecio compuesto con 4 subintervalos.

Dar una estimacion del error cometido.

Aproximar la longitud de dicha curva mediante la férmula de Simpson compuesto con 2
subintervalos.

(b) Sean la funcién f(x) = sen(x) y los nodos 29 =0, 2y = F, 2o = 7.

i.

ii.

Se considera el siguiente problema de interpolacion:
Aproximar la funcién f(z) por una expresién de la forma:

q(x) = Ao + A1 cos(x) + Az cos(2x)

que sea exacta en los nodos.

. Tiene solucién el problema de interpolacién? ;Es tnica? Justificar la respuesta y, en
caso de tener solucién, calcularla. Dar una aproximacién del valor sen(7).

Calcular el polinomio de interpolacion de Lagrange de f(z) relativo a los nodos zg, 21, 2.

Dar una aproximacién de sen(7%) y una acotacién del error cometido.

140. Se considera el sistema de ecuaciones no lineales:

{x2+y2:x
2?2 2=y

(a) Describir el método de iteracién funcional para resolver dicho sistema.

A partir del iterante inicial ( o ) = ( 0.5 ) , construir los dos primeros iterantes ( zl ) ) (
1

Yo 0.5

con dicho método.

(b) Describir el método de Newton para resolver dicho sistema.

Construir los dos primeros iterantes ( ;1 ) , (
1

X2

Y ) con dicho método, a partir del iterante
2

e i) 1
1 = .
i ()= ()

141. Sea A € Msx2(R) una matriz con autovalores reales A\ > A > 0, y con autovectores asociados

v1, v2 € R2. Se considera el iterante inicial u® = awv; + Bvy (para a, 3 € R), y se construye la
sucesién vt = AuF, k=0,1,...

Para cada componente ¢ = 1, 2, se define la sucesion dada por el método de la potencia iterada

k+1
Uy

eh = E=0,1,...

k b)
Uz

(a) (A qué converge, cuando k — oo, alguna de las sucesiones {¢F} si a#0?

(b) Razonar qué ocurre en el caso en que «a = 0.
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(¢) Se considera la matriz:
1 -2
=)

Aplicar el método de la potencia, partiendo del iterante inicial u° = (

5
un autovalor y un autovector asociado de A, calculando los tres primeros iterantes u', u?, u3.

) , para aproximar

. . —4
Repetir el proceso partiendo de «° = ( 9 ) .

Explicar los diferentes resultados obtenidos en ambos casos.
142. Se considera la ecuacién F(z) = e” 4+ 2z(z — 4) = 0.

(a) Determinar el nimero exacto de raices reales que tiene dicha ecuacién, y separarlas en inter-
valos de la forma (m,m + 1), con m € Z.

(b) Encontrar una funcién y un intervalo adecuados para que el método de iteracién funcional
simple presente convergencia global hacia la raiz de menor médulo.
Partiendo del iterante inicial xy = 0, aproximar con cuatro cifras decimales exactas dicha raiz
por el método de iteracién funcional simple.
;Cuantos iterantes serfan necesarios teéricamente para obtener la raiz con cuatro cifras deci-
males exactas?

(¢) Encontrar un intervalo tal que el método de Newton-Raphson posea convergencia global para
aproximar la raiz de mayor médulo de la ecuacién.

Partiendo del iterante inicial xy dado por el extremo inferior del intervalo encontrado, obtener
dicha raiz con cuatro cifras decimales exactas por el método de Newton-Raphson.

143. (a) Se consideran los nodos xg = —3, x1 = —1, 29 =0, 23 = 1, x4 = 3. Sea la funcién real f de
la cual se conocen los valores en los nodos:

f(=3)==2, f(=1) = =8, f(0) =1, f(1) =6, f(3) =4

i. Calcular el polinomio de Lagrange de f relativo a dichos nodos, usando diferencias di-
vididas. Razonar si se pueden utilizar diferencias finitas para calcular el polinomio de
Lagrange. Dar una aproximacién del valor f(—2).

ii. Calcular los coeficientes Ai, k=0,...,4, de la formula de derivacién numérica de tipo
interpolatorio polinémico:
4
F(0) =y Ay f ().
k=0
iii. Calcular los coeficientes By, k =0,...,4, de la férmula de cuadratura de tipo interpo-

latorio polinémico:
2 4
| f@de= Y Bus).
-2 k=0

(b) Teniendo en cuenta que sen(2) = f02 cos(z) dz, calcular una aproximacién del valor sen(2)
mediante la férmula de Simpson compuesta de 2 subintervalos. Dar una acotacién del error
cometido.

144. Se considera el polinomio P(x) = 122® — 422 — 75z + 25 = 0.

(a) Calcular unas buenas cotas superiores e inferiores de las raices reales positivas y negativas de
dicho polinomio.

(b) Determinar el ntimero exacto de raices reales y complejas que tiene y separarlas en intervalos
de la forma (m,m + 1), con m € Z.
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145.

()

()

Encontrar un intervalo tal que el método de Newton-Raphson posea convergencia global para
aproximar la raiz positiva de mayor médulo del polinomio.

Partiendo del iterante inicial xg = 3 , obtener dicha raiz con tres cifras decimales exactas por
el método de Newton-Raphson.

Utilizar el algoritmo de Lin para aproximar otra raiz de dicho polinomio, tomando como
iterante inicial zo = 0 . Explicar el resultado obtenido.

Utilizando los apartados anteriores calcular el resto de las raices del polinomio.

Se consideran los nodos zg =0, 1 =1, 2 =3, ©3 =5, x4 = 6. Sea la funcién real f de la
cual se conocen los valores en los nodos:

fO)=1, f(1)= -3, f(3)=—53, f(5) =1, f(6)=21T.

i. Calcular el polinomio de Lagrange de f relativo a dichos nodos, usando diferencias divi-
didas. Dar una aproximacién del valor f(—1).

ii. Calcular los coeficientes A, k =0,...,4, de la férmula de derivacién numérica de tipo
interpolatorio polinémico:

4
F7(3) = > Ay f(an)-
k=0

Si consideramos ahora los nuevos nodos yo = =3, y1 = —2, y2 =0, y3 = 2, y4 = 3, calcular
los coeficientes B, k =0,...,4, de la formula de derivacién numérica de tipo interpolatorio
polinémico:

£"(0) 2> " By f ().
k=0

4
1
Teniendo en cuenta que log(2) = / % dz, calcular una aproximacién del valor log(2) me-
1 x

diante la férmula de Simpson compuesta de 3 subintervalos. Dar una acotacién del error
cometido.

146. Se considera el polinomio P(z) =z* -z —4=0.

147.

(a)
(b)
(c)

(a)

Calcular unas buenas cotas superiores e inferiores de las raices reales positivas y negativas de
dicho polinomio.

Determinar el nimero exacto de raices reales y complejas que tiene y separar las raices reales
en intervalos de la forma (m,m + 1), con m € Z.

Encontrar un intervalo tal que el método de Newton-Raphson posea convergencia global para
aproximar una raiz negativa del polinomio.

Partiendo del iterante inicial xg = —1.5 , obtener dicha raiz con tres cifras decimales exactas
por el método de Newton-Raphson.

Encontrar un intervalo tal que el método de iteracién funcional simple posea convergencia
global para aproximar una raiz positiva del polinomio.

Partiendo del iterante inicial zy = 1.5 , obtener dicha raiz con tres cifras decimales exactas
por el método de iteracién funcional simple.

Utilizando los apartados anteriores aproximar el médulo de las otras raices del polinomio.

Se plantea el siguiente problema de interpolacién:
Hallar un polinomio p(z) de grado menor o igual que 3 tal que:

p(0)=-1, p1)=0, p'(2)=10, p"(3)=6.

(Tiene solucién el problema de interpolacion? ;Es tnica? Justificar la respuesta y, en caso de
tener solucién, calcularla.
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(b) Calcular los coeficientes Ay, k=0,...,3, dela férmula de cuadratura de tipo interpolatorio
polinémico:

3
/O f(@)dz ~ Ao £(0) + Ay f'(1) + Az f7(2) + A3 £ (3)

(c) Calcular los coeficientes B, k = 0,...,3, de la cldsica férmula de cuadratura de tipo
interpolatorio polinémico:

3
/0 F(x)da = By f(0) + By f(1) + By f(2) + By £(3)

3
1
Teniendo en cuenta que log(4) = / ﬁdx, aproximar el valor log(4) mediante dicha
0 J/‘

féormula.

148. Sea A € M, «,(R) una matriz simétrica y definida positiva.
Sea # un parametro real no nulo.
Para resolver el S.E.L. Ax = b se define el siguiente algoritmo iterativo:
29 arbitrario,
yk =b— Aack,
okt = ok — gy, k=0,1,2,...

) Escribir el algoritmo en la forma clasica: z**! = Baz* +¢, k=0,1,2,...

~ o~
T o
=

Comprobar que el método corresponde a una descomposiciéon de A = M — N.

Calcular, en funcién de los autovalores de A, para qué valores de (3 es convergente el método
iterativo.

—
o
~

(d) En caso de convergencia, demostrar que la sucesién {x} converge a la solucién del sistema
Ax =b.
i A qué converge la sucesién {yi} ?
149. Explicar cual es el objetivo del algoritmo LR aplicado a una matriz A € M, «,(R).
i, Es un algoritmo directo o iterativo ?

Explicar paso a paso en que consiste el algoritmo LR y dar un resultado de convergencia para el

método.
2 1
a=(12)

Calcular los 3 primeros términos de la sucesién que se obtiene al aplicar el algoritmo LR a la matriz

A.

Se considera la matriz:

150. Se considera la funcién F(z) = 3cos(z) — 2e?®, definida en toda la recta real.

(a) Calcular el ntimero de raices positivas de F' y separarlas en intervalos de la forma [m, m + 1],
con m € N.
. Cudntas raices negativas tiene la ecuacién F(z) =07

(b) Determinar un intervalo en el cual el método de Newton-Raphson converja globalmente a una
raiz positiva de F.
Partiendo de xg = 0, calcular dicha raiz con 4 cifras decimales exactas.

(¢) Para calcular la misma raiz positiva de F' también se puede utilizar un método de iteracién
funcional simple.
Elegir una funcién y un intervalo adecuados, que permitan demostrar la convergencia global
del método.

Partiendo de xy = 0, calcular cudntos iterantes son necesarios tedricamente para aproximar
dicha raiz con 3 cifras decimales exactas.
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151. Se discretiza, con paso h = —, el intervalo [0, 1] mediante los nodos equiespaciados:

N
Ty = nh, n=0,1,...,N.
(a) A partir de la férmula regresiva para la derivada primera:

flan) = f(@n1)

fl(xn) =~ A

obtener las féormulas regresivas para las derivadas de segundo, tercero y cuarto orden.

(b) Se considera la ecuacién diferencial:
y'() +ye)=z+1, 0<z<1 y(0) = 1.

Aproximando las derivadas por las féormulas regresivas, obtener la ecuacién en diferencias de
primer orden correspondiente a la ecuacién diferencial.

Calcular la solucién de la ecuacién en diferencias, esto es, las aproximaciones y,, ~ y(x,,).

(¢) Teniendo en cuenta que:
3
sen(3) :/ cos(z) dx
0

determinar el ndimero m de subintervalos necesarios para calcular una aproximacion de sen(3),
mediante una férmula de Simpson compuesta, con 4 cifras decimales exactas.

Calcular dicho valor aproximado de sen(3).
152. Se considera el SE.L. Az =b con A € M, «,(R) simétrica y definida positiva.
Para resolver el sistema se propone el siguiente algoritmo iterativo dependiente del parametro real

a>0:

29 arbitrario,

yk:(I—A)xk-‘rb,
l’k+1:ayk+<170¢)xh7 k:071,2,...

Escribir el algoritmo en la forma cldsica: 2**' = Bz¥ +¢, k=0,1,2,...

(a)

(b) Demostrar que corresponde a una descomposicién de A = M — N.
) iPara qué valores del pardmetro « es convergente el algoritmo?
)

En caso de convergencia, demostrar que la sucesién {z;} converge a la solucién del sistema
Ax =b.

i A qué converge la sucesion {yi} ?
153. Entre los métodos utilizados para el cdlculo de los autovalores de una matriz A € M, x,(R) se
encuentra el algoritmo QR.
., Es un algoritmo directo o iterativo ?
Detallar qué nos proporciona exactamente el algoritmo QR.

Explicar paso a paso en que consiste el algoritmo QR y dar un resultado de convergencia para el
método.

Se considera la matriz triangular superior:

1 2
(0 3)
Describir lo que se obtiene al aplicar el algoritmo QR a la matriz A.

154. Se considera el polinomio P(z) = 23 + 522 + x — 8.
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155.

(a) Calcular unas buenas cotas superiores e inferiores de las raices reales positivas y negativas de
dicho polinomio.

(b) Determinar el nimero exacto de raices positivas, negativas y complejas que tiene y separarlas
en intervalos de la forma (m, m + 1), con m € Z.

(¢) Encontrar un intervalo tal que el método de Newton-Raphson posea convergencia global para
aproximar la raiz positiva de mayor médulo del polinomio P .

Partiendo del iterante inicial xo = 1 , obtener dicha raiz con cuatro cifras decimales exactas
por el método de Newton-Raphson.

(d) Se considera el nuevo polinomio T(x) = P(x) 4+ «, donde « es un ntimero real.

Determinar para qué valores de « se puede asegurar que el polinomio 7T no tiene raices
positivas. Para esos valores, ;tiene raices negativas?

(a) Se plantea el siguiente problema de interpolacién:
Hallar un polinomio p(z) de grado menor o igual que 3 tal que:

p(0) =1, p’(1) =6, p"(0) =1, p"(2) =6.

(Tiene solucién el problema de interpolaciéon? ;Es tinica? Justificar la respuesta y, en caso de
tener solucién, calcularla.

(b) Responder a las cuestiones del apartado (a) para el nuevo problema de interpolacién:
Hallar un polinomio ¢(z) de grado menor o igual que 3 tal que:

0)=1, J'"(1)=6,  J"(0)=0, ¢"(2)=6.

(c) En el intervalo [0, 2] se definen los nodos equiespaciados xp = §7 k=0,...,4. Se considera
la férmula de derivacién numérica de tipo interpolatorio polinémico:

4
) =Y A f(a).
k=0
Calcular los coeficientes Ax, k=0,...,4.

(d) En el intervalo [0, 2] se definen los nuevos nodos y; =j, j =0,1,2. Se considera la férmula
de cuadratura de tipo interpolatorio polinémico:

/ fa)de~ S Bif(y,).
0 =

Calcular los coeficientes B;, j=0,1,2.

156. Sea la funcién continua F':[0,1] C R — R, tal que F(0).F(1) <0.

Se considera la ecuacién F(z) = 0 con una tnica raiz en el intervalo [0,1]. Calcularemos dicha
raiz por el método de cuatricotomia :
La idea del método es construir una sucesién de intervalos {[ax,bx]} a partir del intervalo inicial
[ag, bo] = [0,1]. Para ello se subdivide el intervalo [aj_1,br—1] en cuatro subintervalos de igual
longitud y se elige como [ag,bgx] aquel subintervalo tal que F tome en sus extremos signos
opuestos.

. . ag + by
Llamaremos zj, al punto medio del intervalo [ag,b], estoes, xp = —
(a) Demostrar que la sucesién {xy} es convergente.
(b) Probar que su limite es la raiz de F(x) = 0.

(¢) Dar una estimacién del error cometido al aproximar la rafz exacta por el iterante xp en
funcién del nimero de iteraciones k.
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157. Se considera la funcién F(z) = e73% 4+ 22 — 2.

158.

(a)
(b)

(a)

Determinar el niimero exacto de raices reales que tiene y separarlas en intervalos de la forma
(m,m+1), conm € Z.

Encontrar un intervalo tal que el método de Newton-Raphson posea convergencia global para
aproximar la rafz positiva de mayor médulo de la funcién F(z) .

Partiendo del iterante inicial xzo = 1.5, obtener dicha raiz con cuatro cifras decimales exactas
por el método de Newton-Raphson.

Encontrar una funcién y un intervalo tales que el método de iteracion funcional simple posea
convergencia global para aproximar la rafz negativa de menor médulo de la funcién F(z) .

Partiendo del iterante inicial xzg = 0 , obtener dicha raiz con tres cifras decimales exactas por
el método de iteracién funcional simple.

Se discretiza, con paso h = %, el intervalo [0,1] mediante los nodos equiespaciados:
T, = nh, n=0,1,...,N.
Se considera la ecuacién diferencial:
y'(z) — 2y(x) = 2, 0<x<1; y(0) = 0.

Aproximando la derivada por la formula regresiva correspondiente, obtener la ecuacién en
diferencias de primer orden asociada a la ecuacién diferencial.

Calcular la solucién de la ecuacién en diferencias, esto es, las aproximaciones y,, ~ y(x,,).

Teniendo en cuenta que:

°1
log(3):/ ;dx
1

determinar el nimero m de subintervalos necesarios para calcular una aproximacién de log(3),
mediante una férmula de Simpson compuesta, con 3 cifras decimales exactas.

Calcular dicho valor aproximado de log(3).

Finalmente, determinar el ntimero r de subintervalos que serian necesarios para calcular una
aproximacién de log(3), mediante una fdrmula del trapecio compuesta, también con 3 cifras
decimales exactas.

38



