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Capitulo 1

Introduccion: estructura de cuerpo y
nimeros complejos

1.1 Operaciones internas y estructura de cuerpo.

Una operacién interna % en un conjunto A es una correspondencia que asigna a cada par de
elementos a,b € A un elemento c = a x b € A.

Consideraremos dos tipos de operaciones internas, que denotaremos por suma (+) y pro-

ducto (+). Si A es un conjunto con una o dos operaciones internas, A puede tener distintas
estructuras seguin las propiedades que verifiquen estas operaciones. Consideraremos las siguien-
tes propiedades:

1.

Propiedad asociativa: (a*b)*xc=ax (bxc), Va,b,c € A. Esta propiedad permite operar
mas de dos elementos. En este caso escribiremos simplemente a * b * c.

Elemento neutro: Se dice que (A, *) tiene elemento neutro si existe e € A tal que a e =
exa=a, Vac A En lasuma, el elemento neutro se llama cero (0) y en el producto se
llama uno (1). El elemento neutro, si existe, es tnico.

Elemento simétrico: Se dice que a € A tiene elemento simétrico si existe a’ € A tal que
axa = a *a=-e. En el caso de la suma, el elemento simétrico se llama elemento opuesto
y se denota por —a (a + (—a) = (—a) + a = 0). En el caso del producto, se llama inverso
y se denota pora~! (a-a ' =a"l-a=1).

Propiedad conmutativa: a*xb =bx*xa, ¥V a,b € A. Si una operacién producto verifica la
propiedad conmutativa entonces el elemento inverso se denota por 1/a.

Propiedad distributiva. Si A tiene definida una suma y un producto, se dice que el producto
es distributivo con respecto a la suma si

a-(b+c)=a-b+a-c
(a+b)-c=a-c+b-c,

para todo a,b,c € A.
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Se dice que un conjunto con una operacién interna (A, ) es un grupo conmutativo si verifica
las propiedades asociativa y conmutativa, tiene elemento neutro y todo elemento tiene simétrico.
Dos ejemplos de grupos conmutativos son (R, +), (C,+), (R\ {0},-) y (C\ {0}, ).

Observacién. Si B es un subconjunto de A, se denota A\ B = {x € A/xz ¢ B}. En particular,
siac A, A\{a}={x € A/z #a}.

Se dice que un conjunto con dos operaciones internas (A, +,-) es un cuerpo conmutativo
si (A, +)y (A\ {0}, ) son grupos conmutativos y se verifica la propiedad distributiva del produc-
to respecto a la suma. Los conjuntos de nimeros reales y nimeros complejos (R, +, ), (C,+, )
son cuerpos conmutativos.

1.2 Numeros complejos.

Un niimero complejo es un par de nimeros reales z = (a,b). El nimero real a se llama parte
real de z y b se llama parte imaginaria.

Si denotamos 1 = (1,0), ¢ = (0,1), se escribe z = (a,b) = a(1,0) + b(0,1) = a + bi (Forma
binémica). El nimero complejo i = (0,1) se llama unidad imaginaria. Asi, denotaremos el
conjunto de los nimeros complejos como C = {a + bi : a,b € R}.

Los nimeros complejos se representan en un plano bidimensional. El eje horizontal se llama
“eje real”y el eje vertical se llama “eje imaginario”.

Operaciones en C

e Suma. Sean z; = aj + b1i, 22 = ag + bei dos nuimeros complejos. Se define z; + 2z =
(a1 + a2) + (by + bo)i.

e Producto. El producto de nimeros complejos se realiza en forma binémica, teniendo en
2

cuenta que i¥ = —1, es decir, (a; + b17)(ag + bai) = (a1az — bib2) + (a1b2 + brag)i.
Con estas dos operaciones, (C, +, -) tiene estructura de cuerpo conmutativo: El elemento neutro
de la suma es 0 = 0 + 07, y el elemento opuesto de z =a + bt es —z = —a — bi.

El elemento neutro del producto es 1 = 1+ 0¢. Todo elemento distinto de cero tiene inverso
para el producto. Para definir el inverso se suele usar el conjugado, que se define del siguiente
modo: si z = a + bi € C, se define su conjugado como Z = a — bi. Obsérvese que 2z = a® + b y
por tanto

1 a-Ub
Tz a2+

que esté bien definido para z # 0.

Moédulo y argumento
Sea z = a + bi € C. Se define el médulo de z como el nimero real |z| = ++va? + b2.
Obsérvese que 2| >0,V2z€Cy |z =0« 2 =0. Ademds, 2z = |z|?,y 27! = 2/|2]?, V 2 # 0.
El médulo de z representa su distancia al origen en el plano complejo. Se define el argumento
de z = a + bi como el dngulo a € (—7, 7] que verifica |z|cos(a) = a y |z|sen(a) = b. De este
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modo, z = |z|(cos(a) + sen(w)i), que es la llamada forma trigonométrica de z. El argumento
representa el dngulo que forma el vector (a,b) en el plano complejo con el eje real.

Utilizando las formulas trigonométricas para el seno y el coseno de la suma, se obtiene que si
21 = |z1](cos(a1) +sen(aq)i) y z2 = |22|(cos(az) +sen(ap)i) son dos niimeros complejos entonces

2122 = |z1]|22|(cos(a1 + ag) + sen(ay + a2)i),

es decir el médulo del producto es el producto de los moédulos y el argumento del produc-
to es la suma de los argumentos. De este modo, se obtiene inmediatamente que si z =
|z|(cos(a) + sen(«)i) entonces 2" = |z|"(cos(na) + sen(na)i), ¥V n € N.

Forma exponencial

Si b € R, se define e” = cos(b) + sen(b)i. De este modo, se extiende la funcién exponencial
real a C manteniendo sus propiedades principales; en particular, si z = a + bi entonces e* =
eV — etebl — ¢(cos(b) + sen(b)i).

Teniendo en cuenta esto, si z = |z|(cos(a) + sen(w)i), también se puede representar en la
forma z = |z]e®, que se llama forma exponencial de z.

Ejemplo: 1+ i = /2(cos(7/4) 4 isen(m/4)) = /27"
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Capitulo 2

Matrices y determinantes

2.1 Introduccion.

En este capitulo se introducen los conceptos béasicos de la teoria de matrices, con especial atencién
a las operaciones elementales, que serdn de mucha utilidad a lo largo del curso. Sus primeras
aplicaciones (incluidas en este tema) son el cdlculo del rango, la matriz inversa y el determinante.

2.2 Definicién y tipos de matrices.

Iniciaremos esta seccién definiendo lo que entenderemos por una matriz.

Definicion 2.1 Se llama matriz real de p filas y n columnas a cualquier agrupacion de la forma

aip aizg - Q1n

az; a2 - A2p
A= . . . . ’

apl ap2 .« apn

donde a;; € R para todo i =1,2,...,p, j=1,2,...,n.

También diremos que A es una matriz de tamano p X n o de orden p X n.

Denotaremos por My, (R) el conjunto de todas las matrices de p filas y n columnas con
elementos en R. En notacién reducida, escribiremos A = (a;;) € Mpxn(R).

Si A = (aij), B = (bi;j) son dos matrices de tamano p x n, diremos que A = B si a;; = b;;
paratodoi=1,2,...,p,j=1,2,...,n.

Son especialmente importantes las matrices cuadradas, que se caracterizan por tener el
mismo numero de filas que de columnas.
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Las matrices cuadradas mas simples son las diagonales. Una matriz cuadrada A € M,,»,(R)
es diagonal si a;; = 0 para todo @ # j, es decir,

al 0 . 0

0 ano 0
A= '

0 0 R

Observacién: Se llama diagonal de una matriz A = (a;j) € Mpxn(R) al vector de R™ diag(A) =
(a11,a22, ..., mm), donde m = min{p, n}.

También seran importantes las matrices triangulares.

e Una matriz A € M,,«»(R) es triangular superior si a;; = 0 para todo i > j, es decir, si
los elementos que estan por debajo de la diagonal son todos cero. Por ejemplo,

e Una matriz A € My, (R) es triangular inferior si a;; = 0 para todo ¢ < j, es decir, si
los elementos que estan por encima de la diagonal son todos cero.

Sea A € Mpyn(R). Se define su traspuesta y se denota A’ como la matriz cuyas columnas
son las filas de A, es decir, si A = (a;j) € Mpxn(R), entonces A* = (b;;) € Myxp(R), con
bijj = aj; paratodoi=1,...,n,j=1,...,p.

En general, cuando hagamos operaciones con matrices que incluyan vectores, éstos se re-
presentardn en forma de columna. Si v € R™ es un vector columna, el correspondiente vector
fila es v

v = ) € Mux1(R) = o' = (v1,v2,...,0,) € Mixn(R).

2.3 Operaciones con matrices.

Suma de matrices.

La suma es una operacién interna en My, (R). Dadas dos matrices A = (a;j) € Mpxn(R),
B = (bij) € Mpxn(R), se define su suma como la matriz A + B = (a;j; + bij) € Mpxn(R), es
decir,

a1 a2 -+ Gy bir bz -+ bip air +b11 ai2+bi2 - a4+ bin

as1 a2 - A2, bar bay - boy as1 +bo1 aga +bae - ag, +boy
) + . . . . = . . ) .

ap1 Aap2 - Apn bpl bp2 bpn apl + bpl ap2 + bp2 Tt Apn + bpn
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Es facil comprobar que (Mpxn(R), +) tiene estructura de grupo conmutativo. El elemento
neutro es la matriz nula

00 0
00 0

O - . € Man(R)
0 0 - 0

Producto de una matriz por un escalar.
Dada una matriz A = (a;;) € Mpxn(R) y un escalar A € R, se define AA = A(a;j) = (Aaij),
es decir,

ail a2 - Qip Aair Aaiz - Aai,

a1 Qg -+ a2y Aag1 Aagz - Aag,
A ) ) . ) =

apl Gp2 - Qpp Aapt Aapz -0 Aapn

Es facil verificar las siguientes propiedades:
1. \(A+B)=XA+AB,VA,B e Mpn(R),VX €R.
2. A+ A= A+ pA VA Mpyn(R) VA, n€R.
3. (M)A = ApA) VA€ Mpxn(R), VA, 1 € R.
Producto de matrices.

Dadas dos matrices A = (aj;) € Mpxn(R), B = (bjj) € Myxq(R), se define su producto
como la matriz AB = (¢;5) € Mpxq(R) dada por:

n
Cij = Zaikbkj :ailblj—i—aigbgj—i--"—l—ambnj,Vi =1,2,...,p,V5=1,2,...,q.
k=1

Obsérvese que para poder realizar el producto AB es necesario que el nimero de columnas
de A coincida con el niimero de filas de B. Un caso especialmente interesante se presenta cuando
ambas matrices son vectores de R™. Sean

u1 U1
Uz (%)
u = . S Mnxl(R) 3 v = S Mnxl(R)
Un, Un
Entonces:
U1
t v2
wv = (up,ug,. .., uy) . = ugv + Uy + - -+ + upv, €R

Un
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representa el producto escalar, mientras que

Uil u1v1r uUrvy - U1Un

t U2 UV1  UV2 - UVUp
uv' = ) (v1,v2,...,0,) = . . . . € Mpxn(R).

Unp, UpV1 UpV2 -+  UpUp

Propiedades:

e El producto de matrices es asociativo, es decir, si A € Mpxn(R), B € M, ,(R) y C €
Myxr(R), se cumple que (AB)C = A(BC).

e El producto de matrices verifica la propiedad distributiva respecto a la suma, es decir, si
A, B € Mpun(R), C,D € Myxq(R) entonces A(C+D) = AC+AD, (A+B)C = AC+BC.

e El producto de matrices tiene elemento neutro, llamado matriz identidad.

I= . . . . GMan(R).

Se tiene que Al = A, VA € Mpxn(R) e IB= B,V B & Myx,(R).

e No se cumple la propiedad conmutativa, es decir, si A, B € My x,(R), en general AB #

G e)=(a)(e)-(V o) 3)

Ejemplo:
e Si A, B € Myxn(R), en general AB=0# A=00 B =0.

Ejemplo:
00 01y (00
0 1 00/) \0oO0)"

Interpretacion del producto con vectores fila y vectores columna.

Sea A € Myxn(R). Sidenotamos sus columnas por uy, ug, . . ., uy y sus filas como vf, v5, . . ., vy,
entonces podemos escribir A en las dos siguientes formas:
i
v
A= (ufug|---fun) 5 A=
7
Yp

En ocasiones se puede describir el producto de matrices de forma méas conveniente usando
sus vectores fila y sus vectores columna.
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1. Sea A = (u1]uz|- - |un) € Mpxn(R). Sea

b1
by
b= . € Mnxl(R)-
by,
Entonces:
b1
2
Ab = (uafug|---fun) [ . | =bius +bauz + - + buun € Mpx1(R).

by,

2. Sean A € Mpxn(R) y B = (u1|uz] - |ug) € Myxq(R). Entonces:

AB = A(ur|uz| - - |ug) = (Aui|Aug| - - - |Aug) € Mpxq(R).

3. Sean A € Myun(R) y B € Myxq(R). Denotemos por uj,us,...,uy, las columnas de A y
por v, vh, ... vl las filas de B. Entonces:

AB = (uj|ug| -+ |up) = upv} + ugvh + -+ upl € Mpy(R).

Matriz inversa y potencia de una matriz.

Para matrices cuadradas tiene sentido definir el concepto de matriz inversa y el de potencia
de una matriz.

Definicién 2.2 Una matriz cuadrada A € My xn(R) se dice inversible si existe una matriz
B € Myuxn(R) tal que AB = BA = I, donde I es la matriz identidad. En caso de existir, B

se llama matriz inversa de A y se denota por A~Y. Las matrices inversibles también se llaman
regulares o no singulares.

La siguiente propiedad se deduce inmediatamente de la definicién:

Propiedad: Sean A,B € M, x,(R). Si Ay B son inversibles entonces AB también lo es y
ademds (AB)~' = B~1A~1

Definicién 2.3 Sea A € M, xn(R) y k € N. Se define A¥ por induccién del siguiente modo:
A% = AA, y, en general, AFTt = A* A, para todo k > 2, es decir A resulta de multiplicar A por
si misma k veces. Por convenio, A =1, Al = A.
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En general es dificil encontrar la expresién general de A* en funcién de k. Sin embargo, es
sencillo para matrices diagonales:
Propiedad: Si A es diagonal entonces A* también es diagonal. Ademsés,

k

ai; 0 -+ 0 ak, 0 -+ 0
0 ag 0 0 ab, 0
0 0 e Ann 0 0 . ak

Definicién 2.4 Sea A € Myxn(R). Se dice que B € Mpxn(R) es una raiz k-ésima de A si
Bk = A.
Ejemplo:

La matriz B = ( (1) (1) ) es una raiz cuadrada de la matriz identidad I € Mayx2(R) ya que
B?=1.

2.4 Propiedades de la trasposicion de matrices.

Recordemos que si A € M, (R) entonces A es la matriz cuyas columnas son las filas de A.
Se cumplen las siguientes propiedades:

1. (A) = A, VA € Myun(R).

[\V)

-
. (A+B)!=A"+ B, VA, B € Mpxn(R).
3. (M) =XAN VA e Mpyn(R), VA ER.
. (AB)! = B'A", VA € Mpyn(R), VB € My»4(R).
5. Si A es inversible entonces (A?)~! = (4A71)%
6. (AHk = (AR VA € Myxn(R), Yk €N.
En relacién con la trasposiciéon de matrices tenemos las siguientes matrices especiales:

Definicién 2.5 Una matriz A = (a;;) € Mpxn(R) es simétrica si A" = A, es decir, si a;j =
i, Vi,j = 1,...,n.

Ejemplo:

La matriz A = — es simétrica.

_ = O
W N =
— W
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Propiedades:
1. Si A € Mpxn(R) entonces A'A € M, (R) es simétrica.

2. Si A es simétrica entonces A* es simétrica para todo k € N.

Definicién 2.6 Una matriz A = (aij) € Muxn(R) es antisimétrica si A' = —A, es decir, si
Qj5 = —Qjj, Vi,j = 1,...,77,.

Es inmediato comprobar que si una matriz A = (a;j) € Mpyxn(R) es antisimétrica, entonces
aiizO,Vizl,...,n.
Ejemplo:

0 -1

La matriz A = ( 1 0

) es antisimétrica.

Definicién 2.7 Una matriz A = (a;j) € Mpxn(R) es ortogonal si AA" = A'A =1, es decir,
si A es inversible y At = A71.

Ejemplo:
Si a es cualquier nimero real, la siguiente matriz es ortogonal:

[ cos(a) —sen(a)

~(onte) oo ):

2.5 Traza de una matriz.

Sea A = (aij) € Mpxn(R). Se llama traza de A, y se denota tr (A), a la suma de sus elementos
diagonales, es decir, tr (A) = i Qi = a11 + a2 + - + apn-
Propiedades: =

1. tr (A+ B) =tr(A) +tr (B), VA, B € M;xn(R).

2. tr(AA) = A tr (A), VA € Mpxn(R), YA ER.

3. tr (AB) = tr (BA), VA € Mpyn(R), VB € Myyp(R).

2.6 Matrices elementales.

Definicién 2.8 Sea A = (a;;) € Mpxn(R). Se llaman operaciones elementales sobre las
filas o columnas de A a cualquiera de las siguientes transformaciones:

1. Permutar dos filas o dos columas de A.
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2. Sumar a una fila (o columna) de A un maltiplo de otra fila (o columna) de A.

3. Multiplicar una fila o columna de A por un escalar no nulo.

Definicién 2.9 Una matriz A € Myxn(R) es una matriz elemental si se obtiene como re-
sultado de efectuar una operacion elemental sobre las filas o columnas de la matriz identidad.

Tipos de matrices elementales.
Distinguiremos seis tipos de matrices elementales segin los tipos de operaciones elementales
definidos arriba y dependiendo de si la operacién se realiza sobre las filas o sobre las columnas

de I.
1.

2.

Asi,

Fj; es la matriz obtenida al permutar las filas i y j en I.

F;(\) es la matriz obtenida al multiplicar la fila ¢ de I por un escalar A # 0.

F;;()) es la matriz obtenida al sumar a la fila i de I la fila j multiplicada por el escalar A.

K;; es la matriz obtenida al permutar las columnas i y j en I.

K;(\) es la matriz obtenida al multiplicar la columna i de I por un escalar A\ # 0.

K;;(\) es la matriz obtenida al sumar a la columna ¢ de I la columna j multiplicada por

4.
5.
6.
el escalar .
Ejemplos:
Tomando I € M3y3(R), tenemos

1

Fo3=Koz=| 0

0

1

Fi52)=1 0

0

Efectos de las matrices elementales.

o

[u—y

<] S =
2 Z
—
© &
SN—
|
o
—~
w
N~—
o = O e N
OO =

—_

Las operaciones elementales sobre las filas y columnas de una matriz A pueden obtenerse
como resultado de multiplicar por una matriz elemental:

1. Realizar una operacién elemental sobre las filas de A € My, (R) es equivalente a multi-
plicar A por la izquierda por la correspondiente matriz elemental de filas F' € M, (R).

2. Realizar una operacién elemental sobre las columnas de A € M, (R) es equivalente a
multiplicar A por la derecha por la correspondiente matriz elemental de columnas K €

M xn(R).
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Ejemplos:
1 2 3
Sea A = ( 415 6 ) .

1. Permutar las columnas 1 y 3 de A es equivalente a multiplicar A por la derecha por Ki3:
0 01
1 2 3 3 21
ARy = ( ) 010 |= ( ) .
4 5 6 10 0 6 5 4

2. Restar a la fila 2 de A la fila 1 multiplicada por 3 es equivalente a multiplicar A por la
izquierda por Fy;(—3):

meo-(49)(118)-(1 2 2)

Inversas de las matrices elementales.
Es muy sencillo comprobar que todas las matrices elementales son inversibles y ademas su
inversa es la matriz elemental equivalente a la “transformacion inversa”. Asi,

1. Por filas:

(Fij) ' =Fy , (FEMN)'=FE1/A) , (Fi0)" =F;(=X).
(Kg) ' =Ky . (KMN) ' =K1/A) , (Kj;(\) = Ki(=A).

2.7 Forma escalonada y rango de una matriz.

Definicién 2.10 Sea A = (a;j) € Mpxn(R). Supongamos que la fila i de A no tiene todos los
elementos iguales a cero. Se llama entrada principal de la fila i al primer elemento de dicha
fila distinto de cero, es decir, al elemento a;; tal que a;; # 0, a;;, =0VE < j.

Definicién 2.11 Se dice que la matriz A € Mpyxn(R) estd en forma escalonada si cumple las
dos siguientes condiciones:

1. Si hay alguna fila de ceros, estd al final.

2. Si hay varias filas distintas de cero, entonces la entrada principal de cada fila no nula estd
mas a la izquierda que la de la siguiente fila.



18 2. Matrices y determinantes

Definicién 2.12 Se dice que la matriz A € Mpyn(R) estd en forma escalonada reducida si

cumple las siguientes condiciones:
1. Estd en forma escalonada.
2. Todas las entradas principales son iguales a 1.

3. En cada columna donde hay una entrada pricipal, el resto de los elementos son ceros.

Ejemplo: La matriz

(1] -1 0 0
0o o0 [1] 0
0 0 0

0 0 0 0 O

esté en forma escalonada reducida. Se han resaltado sus entradas principales.

A=

S W N

El siguiente resultado es clave para las aplicaciones de las operaciones elementales:

Teorema 2.1 (Reduccién de Gauss-Jordan) Toda matriz se puede transformar en una ma-
triz en forma escalonada reducida mediante operaciones elementales por filas.

Definicién 2.13 Para cada matriz A € Mpxn(R), la matriz obtenida mediante el teorema
anterior es unica y recibe el nombre de forma escalonada reducida de A. La denotaremos

por rref (A).
Ejemplo: Hallar la forma escalonada reducida de

-1 -1 0o 3 -2
3 3 2 -1 0

A=1 3 3 o 1 o
2 2 3 0 -2
1 -1 0 3 -2 1 -1 0 3 -2
3 3 2 -1 0 Fn(3) 0 0 2 8 —6
A=1 3 3 o 1 — 0 0 -2 -8 6
o 9 3 0o o) (=3 Fa@) 0 0 3 6 —6
1 -1 0 3 -2 1 -1 0 3 -2
F3,(1) 0 0 2 8 —6 Faa 0 0 2 8 —6
- 0 00 0 — 0 00 —6 3
Fin(=3/2) 0O 00 -6 3 0O 00 0 0
110 -3 9 1100 1/2
A(-1) 001 4 -3 Fos(=4) 0010 -1
- 000 1 —1/2 — 000 1 —1/2
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Por tanto,
1 0 0 1/2
0 0 0o -1
f(A) =
rref (4) 0 0 0 ~1/2
0 0 0 O 0

Rango de una matriz.

Definicién 2.14 Sea A € Mpxn(R). Se define el rango de A como el nimero de filas no nulas
de la forma escalonada reducida de A. Se denota rg(A).

Ejemplo: En el ejemplo anterior, rg (A) = 3.

Observacion: En la practica no es preciso calcular la forma escalonada reducida de A. El rango
de filas de A coincide con el nimero de filas no nulas de cualquier matriz escalonada obtenida
realizando operaciones elementales sobre las filas de A. De hecho, para calcular el rango de A
se pueden combinar operaciones elementales por filas y por columnas hasta obtener una matriz
en forma escalonada.

La siguiente propiedad proporciona un método para deteminar si una matriz tiene inversa
usando operaciones elementales.

Proposicién 2.1 Sea A € My xn(R) una matriz cuadrada. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

(1) A es inversible.
(2) rref(A) =1.

(3) rg (A) = n.

Demostracién. Recordemos que rref (A) se obtiene haciendo operaciones elementales sobre las
filas de A. Por tanto, rref (A) = F'A, donde F' es una matriz que resulta de multiplicar matrices
elementales. En particular, F' es inversible. Veamos que se cumplen las equivalencias:

(1)==(2): Como A es inversible, rref (A) = F'A también es inversible y por tanto no tiene filas
de ceros. Necesariamente rref (A) = I.

(2)==(3): Como rref(A) = I, rref (A) tiene n filas no nulas y por tanto rg(A) = n.
(3)==(1): Como rg(A) = n, rref (A) tiene n filas no nulas y por tanto rref (A) = I. Esto quiere

decir que existe una matriz F tal que FA = rref(A) = I. Por definicién, A es inversible y
F=A1 O
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2.8 Calculo de la inversa.

Como consecuencia de que la forma escalonada reducida de las matrices inversibles es la identi-
dad, se tiene el siguiente resultado:

Proposicién 2.2 Toda matriz inversible A € Myxn(R) se puede transformar en la matriz
identidad mediante operaciones elementales por filas.

Esta proposicién permite calcular la inversa de A utilizando operaciones elementales del
siguiente modo: sean FY, Fs, ..., F} las matrices elementales de filas por las que debemos mul-
tiplicar A para llegar a la identidad, es decir, F, ... FoF1 A = I. Entonces A~' = F), ... FbF).

En la préctica, se procede del siguiente modo: si escribimos la matriz ampliada (A|I), el
resultado de aplicar Fy, Fy, ... F}, sobre esta matriz es (I|A~1):

F\,Fs,...F _
(AT "2 (Fy ... By A|F)y, .. By T) = (IA™Y),

Ejemplo:
Para calcular la inversa de

111
A=|12 0|,
1 0 3

realizamos las siguientes operaciones elementales:

L1 1[1 00N, /11 1100
An=[120/010]™5 (01 -1]-1 10
10 30 0 1 10 3/ 001
Lo {11 1100\ /11 1] 100
2CU g 1 1110|901 —1]-11 0
0 -1 2/-1 0 1 00 1/-2 11
L1 tooN /1103 -1 -1
22U 0 1 0]-3 2 sCY o 1 0l=3 2 1
00 1]-2 11 00 1/-2 1 1

iy (L0 0] 6 =3 -2

2 010/-3 2 1 |=4"h
00 1/-2 1 1
Por tanto,

6 —3 -2

Al=| -3 2 1

9 1 1

Observacién: En ningin caso se pueden combinar operaciones elementales de filas y columnas
para calcular la inversa.



2.9. Determinantes. 21

2.9 Determinantes.

Las operaciones elementales también se usan como un método eficaz para calcular el determi-
nante de una matriz A € M,,x,(R), teniendo en cuenta las siguientes propiedades:

a) Sumar a una fila o columna de una matriz un multiplo de otra fila o columna no varia el
valor del determinante.

b) Permutar dos filas o dos columnas de una matriz hace que su determinante cambie de
signo.

¢) Si A es una matriz triangular entonces su determinante es el producto de los elementos de
la diagonal.

De este modo, realizando operaciones elementales en A obtenemos una matriz en forma
triangular cuyo determinante se calcula haciendo uso de la propiedad c).

Ejemplo:
1 1 2| Fn(-1) |1 1 2| Fy 1 0 2
110 = 0O 0 -2 = —|0 -1 =2 |=-2
2 1 2] F3(-2) |0 -1 =2 0 0 -2

En ocasiones conviene combinar este método con el desarrollo por los elementos de una fila
o una columna (regla de Laplace).

Sea A = (a;j) € Mpxn(R). Sea ;1:] la matriz que se obtiene suprimiendo en A la fila i y la
columna j. Entonces, para cada fila ¢ de A, se tiene:

det(A) = zn:(—niﬂaij det(Ay;).

Jj=1

Esta férmula permite expresar el determinante de una matriz de orden n en funcién del
determinante de n matrices de orden (n — 1). También se verifica una férmula anédloga para
cada columna de A. En particular, se tienen las siguientes consecuencias:

1. Sin=2,

b
d ’—ad—bc.

a
C

2. Si A tiene una fila o una columna de ceros entonces |A| = 0.

3. Si el tinico elemento no nulo de la fila i es a;; entonces det(A) = (—1)"+Fay, det(zz;).

Otras propiedades de los determinantes:

1. |AB| = |A| |B|, VA, B € Mpxn(R).
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2. |AY = |A|, YA € Mpxn(R).

3. Si A € R entonces

a1 a2 - Al a1 a2 - Ay
Aail Aaip 0 A | = A a1 G2 v Qg
anl an2 *++  Opn anl Aap2 - GOpn

La misma propiedad es valida si una columna estd multiplicada por el escalar \.
4. [MNA] = A" |A|, VA € Mpxn(R), VX € R. En particular, | — A| = (—=1)" |A].

5. 81 A € Mpxn(R) entonces A es inversible si y sélo si |A] # 0. Ademds, en ese caso,
A~ =1/]A].

Prueba de la propiedad 5.

Si A es inversible, entonces A7 A = I y por tanto |[A7!||A| = |A7*A| = |I| = 1. De aqui
se obtiene que |A| # 0 y ademds |[A™Y = 1/]A|.

Supongamos ahora que |A| # 0 y consideremos su forma escalonada reducida rref (A).
Existe una matriz inversible F' tal que rref (A) = F'A, y por tanto |rref (A)| = |F||A| # 0.
En consecuencia, rref (A) no puede tener filas de ceros y se concluye que A es inversible. O



Capitulo 3

Sistemas de ecuaciones lineales

3.1 Introduccion.

Este capitulo esta dedicado a la resolucién de sistemas de ecuaciones lineales, lo que incluye el
estudio de la compatibilidad del sistema (existencia de soluciones), la determinacién del conjunto
de soluciones y la interpretacion geométrica de dicho conjunto. El método principal de resolucion
es el método de Gauss, basado en operaciones elementales sobre las filas de la matriz ampliada
del sistema.

3.2 Expresién matricial.

Un sistema de p ecuaciones lineales con n incégnitas en R es un conjunto de expresiones:

a11x1 + a1ors + - + aipxy = by
a1 1 + a2 + -+ - + aop Ty = by

ap1T1 + ap22 + -+ App Ty = by,

donde los elementos a;; € R se llaman coeficientes del sistema, b; € R se llaman términos
independientes y x; se llaman incdgnitas.

El sistema es homogéneo si b; = 0,V:i = 1,2,...,p. En otro caso diremos que es no
homogéneo.

El sistema se puede expresar en la forma matricial Ax = b, donde

ail a2 - Qin b1 x1

a1 Q2 - Q2p by » )
A= . . . . GMan(R) 5 b= . €ER , =

apl  Gp2 -+ Opp by Tn,

La matriz A se llama matriz de coeficientes del sistema y b es el término independiente.

23
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La matriz
air a2 -0 aip | b
a1 @ -+ Qg | by
(Alb) = : : : N € Mpx(nt1)(R)
apl Gp2 - apn | bp

se llama matriz ampliada del sistema. Cada una de las ecuaciones se puede identificar con la
correspondiente fila de la matriz (A|b). Obsérvese que el nimero de columnas de A coincide con
el nimero de incégnitas del sistema.

3.3 Existencia de soluciones.
Definicién 3.1 Un vector v = (vi,v2,...,v,) € R" es una solucién del sistema si Av = b.

Resolver el sistema es determinar el conjunto de sus soluciones (que es un subconjunto de
R™). Si no existe ninguna solucién, el sistema es incompatible. Si existe alguna solucién,
diremos que el sistema es compatible determinado si la solucién es tunica y compatible
indeterminado si existe més de una solucién.

Eliminacién gaussiana.
La siguiente propiedad permitira estudiar con facilidad si un sistema es compatible y calcular
el conjunto de sus soluciones.

Proposicién 3.1 Sea Ax = b un sistema de p ecuaciones lineales con n incognitas. Si efec-
tuamos operaciones elementales sobre las filas de la matriz ampliada (A|b) hasta obtener una
nueva matriz (A'|V)) entonces los sistemas Ax = b y Az = b son equivalentes, es decir, tienen
el mismo conjunto de soluciones.

Demostracion. Sea F' = Fj, ... FoFy, donde Fi, Fy, ..., F} son las matrices elementales correspon-
dientes a las operaciones por filas sobre (A[b). Entonces (A'|b') = (FA|Fb) y el nuevo sistema
es FFAx = Fb, que es equivalente a Az = b ya que F es inversible. ]

Utilizando esta proposicién, para resolver un sistema se realizan operaciones elementales
sobre las filas de (A|b) hasta obtener su forma escalonada reducida (A’|b"). Sea r = rg (Alb) =
rg (A’|b)). El sistema A’z = V' se resuelve de forma inmediata, despejando las r incégnitas
correspondientes a las entradas principales en funcién de las (n — r) restantes. De este modo,
tenemos:

e Sirg(A) #rg(A|b) entonces el sistema es incompatible porque en el sistema A’z = b hay
una ecuacién 0 = 1.

o Sirg(A) =rg(Alb) =n (n = nimero de incégnitas =nimero de columnas de A) entonces
el sistema es compatible determinado.

e Sirg(A) =rg(Alb) < n entonces el sistema es compatible indeterminado y el conjunto de
soluciones se puede escribir en funcién de (n — r) parametros.
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3.4 Conjuntos de soluciones.

Una de las caracteristicas especiales de los sistemas de ecuaciones lineales es que aunque el
conjunto de soluciones puede ser infinito, siempre queda determinado por un conjunto finito de
vectores de R™.

Comenzamos analizando el caso de sistemas homogéneos.
Sistemas homogéneos.

Consideremos un sistema homogéneo Az = 0, donde A € My ,(R). En primer lugar,
observemos que un sistema homogéneo siempre es compatible, ya que x = 0 es solucién. El
conjunto de soluciones se denomina nicleo de A y se denota por Ker (A), es decir,

Ker (A) = {z € R" / Az = 0}.
Por tanto sélo hay dos posibilidades:

e Si rg(A) = n entonces el sistema es compatible determinado y su tnica solucién es el
vector cero (Ker (4) = {0}).

e Sirg(A) =r < n entonces el sistema es compatible indeterminado y el nicleo de A es el
conjunto de todas las combinaciones lineales de k = n — r vectores de R"™ uy, us, ..., ug, €s
decir,

Ker (A) = {\us + Mug + -+ Mg /Ny ER, i =1,...,k}.

Se dice que Ker (A) esta generado por los vectores uj, ug, ..., u; y se denota
Ker (A) =< {ul,uQ, e ,uk} >

Estos vectores se determinan despejando las incognitas correspondientes a las entradas
principales de la forma escalonada reducida de A en funcién del resto.

Ejemplo: Consideremos el sistema

111 1 u 0
1 200 Y1=1| o
102 2 i 0

Realizando operaciones elementales sobre las filas de la matriz A, tenemos:

AN A e 11
A=l 1200|801 21 -1 | ™5 (o 1 -1 41
10 2 2 10 2 2 0 -1 1 1
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Como rg(A) =rg(A’) = 2 < 4 = nimero de incégnitas, el sistema es compatible indeter-
minado. Ademads, el conjunto de soluciones de Az = 0 coincide con el conjunto de soluciones
del sistema, equivalente A’z = 0, es decir, del sistema

T+224+2t=0
y—z—1t=0.
Despejando las incognitas x e y en funcién de z y ¢, tenemos que el conjunto de soluciones es:
Ker (A) = {(z,y,2,t) eRY Jz =22 -2t , y=z+1t} = {(-22 -2,z +t,2,t) [ 2,t ER} =
={2(-2,1,1,0) + t(—2,1,0,1) / z,t € R} =< {(-2,1,1,0),(—2,1,0,1)} > .

El conjunto de soluciones estd formado por las combinaciones lineales de u; = (—2,1,1,0) y
ug = (—2,1,0,1).

Sistemas no homogéneos.

Consideremos ahora un sistema no homogéneo Az = b, con A € M, (R), b € RP.

El sistema es compatible indeterminado si rg(A) = r = rg(Al|b) < n. En este caso el
conjunto de soluciones estda determinado por los kK = n — r generadores del nicleo de A y un
vector p llamado solucién particular. En concreto, se tiene el siguiente resultado:

Proposicién 3.2 Sirg(A) =r =rg(Alb) < n, el conjunto de soluciones del sistema Az = b es
S = {p+>\1U1+A2U2++)\kuk/)\z ERai: 177k} =p+ < {ulaUQa"'vuk} >,

donde p es una solucion de Ax = b (es decir, Ap =) y < {ui,ug,...,ux} >= Ker(A). En
notacion abreviada, escribiremos el conjunto de soluciones en la forma S = p + Ker (A).

Demostracién. Como el conjunto de soluciones es S = {x € R" / Az = b}, se tiene:
ze€S<= Az=b=Ap<= Az —p)=Az—-Ap=0<=z—peKer(4) <

< z=p+u,u€cKer(d) <= z€p+Ker(4).

Ejemplo: Consideremos el sistema

111 x 1
120 y | =11
102 2 1
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ng(l) FIQ(*l)
— —

1
0
0

O =

1]1 10 2|1
~110 01 —1/0 | =(A).
00 00 00

En primer lugar, rg(Alb) = rg(A’|b') = 2 < 3 = numero de incégnitas, y por tanto el
sistema es compatible indeterminado. Ademads, el conjunto de soluciones de Ax = b coincide
con el conjunto de soluciones de A’z = V', es decir, del sistema

r+22z=1
y—z=0.

Despejando x = 1 — 2z, y = z, tenemos que el conjunto de soluciones en funcién del pardmetro
z es

S={(z,y,2) ER’ Jy=2,2=1-22} ={(1 —22,2,2) /2 €R} =

= {(1,0,0) + 2(~2,1,1) /2 € R} = (1,0,0) + < {(~2,1,1)} >.

p Ker (4)

3.5 Matrices cuadradas y uso de la factorizacién LU.

Cuando A es una matriz cuadrada, es més sencillo determinar si el sistema Ax = b es compatible
determinado:

Proposicién 3.3 Sean A € Myxn(R) y b € R". El sistema Ax = b tiene solucion inica si y
solo sirg(A) = n.

Demostracién. Si rg (A) = n entonces también se cumple que rg(A|b) = n, ya que la matriz
(A|b) tiene n filas y, por tanto, n =rg(A) < rg(A|b) < n. 0

Obsérvese que en este caso la tnica solucién del sistema homogéneo asociado Az = 0 es
la solucién trivial, es decir, Ker (A) = {0}. En consecuencia, las siguientes propiedades son
equivalentes para una matriz A € M, x,(R):

1. El sistema Ax = b es compatible determinado para cada b € R"™.
2. Ker (A) = {0}.

3. rg(A4) =n.

4. A es inversible.

5. det(A) # 0.

6. rref(A) = 1.
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Observacién: Si A € M R) es inversible, entonces la tdnica solucién del sistema Ax = b se
M Dvs Vel s nxn )

puede escribir en la forma = A~'b. Sin embargo, en la practica no se suele calcular la inversa
de A para resolver el sistema.

Factorizacién LU.

La factorizaciéon LU consiste en descomponer una matriz A € M, «,(R) en el producto
A = LU, donde L € M, »x,(R) es una matriz triangular inferior con todos los elementos diago-
nales iguales a 1, y U € M, x,(R) es una matriz triangular superior. Diremos que A admite
factorizacion LU si es posible encontrar estas dos matrices.

El método de célculo de L y U se basa en la eliminaciéon gaussiana. Para poder obtener L
y U por este procedimiento serd necesario pedir condiciones adicionales a la matriz A.

Definicién 3.2 Sea A = (a;;) € Muxn(R). Para cada k =1,2,...,n, se llama menor prin-
cipal de orden k de A y se denota Ay, al siguiente determinante:

aip a2 - a1k

a1 a2 -+ Qg
Ap =1 .

ag1 QA2 - Qg

Proposicién 3.4 Si todos los menores principales de A son distintos de cero entonces A admite
factorizacion LU. Ademds, en este caso, dicha factorizacion es unica.

Calculo de la factorizacién LU.

Sea A € M;xn(R) una matriz en las condiciones de la proposicién anterior. Entonces
es posible transformar la matriz A en una matriz triangular superior U mediante operaciones
elementales sobre las filas de A del tipo Fj;(A), con ¢ > j, es decir, sin efectuar permutaciones
de filas y utilizando sélo las filas superiores para modificar las inferiores.

Sean Fi, Fy, ..., F} las correspondientes matrices elementales de filas tales que Fj, ... Fo F1 A =
U. Entonces L = (Fy, ... FoFy) "t = Fl_lFQ_1 e Fk_1 es triangular inferior, sus elementos diago-
nales son iguales a 1 y ademas A = LU.

Ejemplo: Consideremos la matriz:

2 -1 0 1
4 -4 1 5

A= 9 1 1 o |SMa®)
—2 5 -4 -1

Veamos que A admite factorizacién LU.
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Los menores principales de la matriz A son:

A = 2#0
2 -1
Ay = 4 4 =—4+#0
2 -1
Ay = 4 —4 1|=440
-2 1 -1
2 -1 0 1
4 —4 1 )
Ay = 9 1 -1 o0 =16 # 0.
-2 5 —4 -1

Todos los menores principales de A son no nulos y por tanto admite factorizacion LU. Para
calcular dicha factorizacién, en primer lugar determinaremos la matriz triangular superior U
mediante operaciones elementales sobre las filas de la matriz A del tipo Fj;(X), con i > j. Asi,

2 -1 0 1 2 -1 01
4 _4 1 5 F21(72)7 F31(1) 0 _2 1 3
2 1 -1 0 — 0 0 —1 1
-2 5 —4 -1 Fu(1) 0 4 -4 0
2 -1 0 1 2 -1 0 1
Fe@ | 0 =2 1 3 | Fs-2| 0 -2 1 3
2(2 SASN =U.
0 0 -1 1 0 0 —1 1
0 0 -2 6 0 0 0 4

De esto se deduce que
[Fus(—2)Fy2(2)Fu1(1)F51 (1) Fo1(=2)]A=U
y entonces
L = [Fi(=2)Fi(2)Fu(1)Fs(1)Fu(-2)] 7" =
= F51(2)F31(—1)Fy(—1)Fya(—2)Fy3(2) .

Calcular el producto de ests matrices elementales es equivalente a realizar las correspondientes
operaciones elementales a la matriz identidad:

1000 1 000
0 1 O 0 F43(2)7 F42(72) 0 1 0 0
00 1 0 7 0 010
00 01 Fn(=1) 1 -2 2 1
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1 0 00 1 0 0O

F1(—1) 0 1 0 0 | B2 2 1 0 0
I =1IL.

-1 010 -1 010

-1 -2 21 -1 -2 2 1

Observacion: En la practica no es necesario comprobar previamente que todos los menores prin-
cipales de A son no nulos. Esto es equivalente a que se pueda obtener la matriz U mediante
operaciones elementales sobre las filas de A del tipo Fj;()\), con i > j, y ademads los elementos
diagonales de U sean distintos de cero.

Uso de la factorizacién LU.

Sea A € My xn(R) una matriz cuadrada de rango n. Supongamos que A admite factoriza-
cién LU. Entonces resolver el sistema de ecuaciones lineales Ax = b es equivalente a resolver
consecutivamente los sistemas Lz = b, Ux = z. (En efecto, Az = LUx = Lz = b).

Ejemplo: Sean

2 —1 0 1 -5
4 —4 1 5 —14
A= -2 1 -1 0 b= 1
-2 5 —4 -1 1
Vamos a resolver el sistema Az = b usando la factorizacién LU.
Ya hemos calculado la factorizacién LU de la matriz A:
2 -1 0 1 1 0 0O 2 -1 0 1
4 —4 1 5 2 1 00 0 -2 1 3
A= -2 1 -1 0 o -1 010 0 0 -1 1 = LU
-2 5 —4 -1 -1 -2 2 1 0 0 0 4

Como A = LU, la resolucién del sistema Az = b es equivalente a la resolucién sucesiva de
dos sistemas triangulares:

Lz=b

Az =b<—= L Uz :b<:>{
~~ Uxr ==z

z

La solucién z = (21, 29, 23, z4)* del sistema Lz = b viene dada por

2’1:—5
221+ 29 = —14 = 29 = —4
—z1+23=1=—= 23=—4

—21— 229+ 2234+ 24 =1=—= 24 = —4
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Calculamos ahora la solucién del sistema Ux = z:

doy = —4— x4 = —1

—r3+ x4 =—-4= x3=3

—2x0 4+ 13+ 304 = —4=—= 19 =2
201 — 19+ x4 = —-5=—= 11 = —1

Se puede comprobar que z = (x1,x2,x3,74) = (—1,2,3,—1) es la solucién del sistema
original Ax = b.
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Capitulo 4

Espacios vectoriales y aplicaciones
lineales

4.1 Introduccion.

En este capitulo introduciremos la definicién de espacio vectorial y los principales conceptos rela-
cionados, como la independencia lineal, generadores, base y dimension. También se interpretan
las matrices como aplicaciones lineales.

4.2 Espacios y subespacios vectoriales.

Definicion 4.1 Se llama espacio vectorial sobre R o espacio vectorial real a un conjunto V
dotado de dos operaciones:

e Una operacion interna (suma), de tal forma que (V,4) es un grupo conmutativo.

e Una operacion externa (producto por escalares) que asigna a cada escalar A € R y a cada
elemento v € V un nuevo elemento Av € V, de tal forma que se cumplen las siguientes
propiedades:

1. Mv+w) =X+ w, VAER, Vo,w e V.
2. A+pv=w+pv, YA\ peR, VoeV.
3. (Ap)v = Apv), VA, p e R, Vve V.
4. lv=v,Yv eV, donde 1 es el elemento neutro del producto en R.
A los elementos de V' los llamaremos vectores y a los elementos de R los llamaremos escala-
res. Generalmente denotaremos a estos ultimos con letras del alfabeto griego. Si hay posibilidad

de confusién, al elemento neutro de la suma en V' lo denotaremos por 8 para distinguirlo del
cero de R.

33
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Ejemplos:
1. R™ es un espacio vectorial real con las operaciones usuales de suma y producto por escalares.

2. El conjunto My, (R) de las matrices reales de p filas y n columnas es un espacio vectorial
sobre R con las operaciones definidas en el capitulo 1.

3. El conjunto II,,(R) de los polinomios en una variable de grado menor o igual que n y con
coeficientes en R es un espacio vectorial real con las operaciones habituales de suma de
polinomios y producto de un escalar por un polinomio.

I1,(R) = {ap + a1z + - - - + anx" / ag, a1, . .., a, € R}.

Subespacios vectoriales.

Definicion 4.2 Sea V' un espacio vectorial. Un subconjunto U de V es un subespacio vec-
torial de V' si cumple las siguientes propiedades:

(1) 0eU.
(2) ug +ug €U, Vuj,uz € U.
(3) \ucU,VAeR,VueU.
Las propiedades (2) y (3) de la definicién se pueden sustituir por la siguiente:
(4) Mut + Aoz € U, Y A1, ho € R, Y, us € U.
Ejemplos:

1. El conjunto U = {4 € Mpxn(R) / A' = A} es un subespacio vectorial de My, (R).

Es evidente que 0 € U, ya que 0° = 0. Veamos que se cumple la propiedad (4): si A, B € U
entonces A = A, B! = B, y por tanto, si A\, 4 € R entonces:

(A + uB)! = MA' + uB' = NA + uB,
es decir, (AMA+ puB) e U,V )\, u € R.

2. El conjunto W = {A € May2(R)/ det(A) = 0} no es un subespacio vectorial de May2(R).

Aunque 0 € W, veamos que no se cumple la propiedad (2); para ello basta tomar

10 0 0
w=(on)oa=(0 1),

Es claro que A y A pertenecen a W ya que det(A;) = det(As) = 0. Sin embargo,

det(A1+A2):’(1) ?‘:17&0:>A1+A2§ZW.
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Recordemos que si vy, v9,...,v, son n vectores de un espacio vectorial V' y Ay,..., A, son
numeros reales, entonces cualquier vector de la forma

v = A1v1 + Agvg + - Ay

se llama combinacién lineal de vy, v, ..., vy.
Tenemos la siguiente caracterizacién de los subespacios vectoriales:

Proposicion 4.1 Un subconjunto no vacio U de un espacio vectorial V es un subespacio vec-
torial si y solo si todas las combinaciones lineales de vectores de U pertenecen a U.

Definicion 4.3 Sea U un subespacio vectorial de un espacio vectorial V. Se dice que un sub-
conjunto S de U es un conjunto de generadores de U si todo vector de U es combinacion
lineal de vectores de S. Se denota U =< S >. Si S es un conjunto de generadores de U, diremos
que U es el subespacio generado por S.

Proposicién 4.2 Si A € Mpxn(R), entonces Ker (A) = {x € R" / Az = 0} es un subespacio
vectorial de R™.

Demostracién. Es claro que 0 € Ker (A) ya que A0 = 0. Ademds, six1,z9 € Ker (A) y A\, A2 € R,
entonces

A(Mz + Aoxa) = MAzy + ApAzg = A0+ X0 =0,
de modo que Ajz1 + Aoxo € Ker (A). O

Hallar un conjunto de generadores de Ker (A) es equivalente a resolver el sistema homogéneo
Az = 0.

Ejemplo:
Sea U = {(z,y,2) € R® /z +y+ 2 =0} . Podemos escribir:

U={(-y—2,y,2)/y,z€ R} ={y(—1,1,0) + 2(—1,0,1) /y, z € R}
—< {(~1,1,0),(~1,0,1)} > .

En muchas ocasiones la forma maés sencilla de probar que un subconjunto U de un espacio
vectorial V' es un subespacio consiste en encontrar un conjunto de generadores.

Ejemplo: Sea U = {p(x) € II2(R) /p(1) = 0}.
Consideremos un polinomio arbitrario p(z) = a + bz + cz? € Iz(R). Entonces:
plx)eU<=p(l)=0<=a+b+c=0.
Podemos reescribir U como:
U={a+br+cr? €Ib(R)/a+b+c=0}={a+br+cz® €(R)/c=—a—b}=
={a+br+ (—a—b)2*/a,be R} = {a(l—2°)+ bz —2%) /a,b e R} =< {1 —2? z — 27} >.

Por tanto, U es el subespacio vectorial de ITy(R) generado por 1 — 22 y z — 22
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4.3 Independencia lineal.

Sea V' un espacio vectorial y S un subconjunto de V. Se dice que un vector v € V depende
linealmente de los vectores de S si v es combinacién lineal de vectores de S, es decir, si existen
ALy ooy Ay ER, v1,v9,...,0, € 5 tales que v = Ajvy + Aovo + - - - Apup,.

Definicion 4.4 Un conjunto de vectores es linealmente independiente o libre si ninguno de ellos
es combinacion lineal del resto.

Definicién 4.5 Sea S = {v1,va,...,v,} un conjunto de vectores de un espacio vectorial V. Se
llama rango de S al mayor niumero de vectores linealmente independientes que hay en S. Se
denota rg (S).

De la definicién anterior se deduce inmediatamente que un conjunto S = {vy,va,...,v,} es
libre si y sélo si rg (S) = n.

Proposicién 4.3 Si S es un conjunto de p vectores de R™, entonces rg(S) = rg(A), donde
A € Mpxn(R) es la matriz cuyas filas son los vectores de S.

Demostracion. Es consecuencia de que la independencia lineal de un conjunto de vectores no
varia por operaciones elementales y el conjunto de filas no nulas de una matriz escalonada es
linealmente independiente. O

Ejemplo:
Sea S =1{(1,2,1,1),(-1,1,0,0),(1,5,2,2)}. Entonces:

1 211 Fy (1) 1 2 1 1Y\ Fs(-1) 1 211
rg(S)=rg| -1 1 0 0 = g 0 3 11 = g 03 1 1 |=2

15 2 2 F31(—1) 03 11 00 00
Observacidn: Si sélo se realizan operaciones elementales por filas en A para determinar una matriz
escalonada A’ y obtener el rango de S entonces el subespacio generado por S coincide con el
subespacio generado por las filas no nulas de A’. Esta propiedad no es cierta si se combinan

operaciones de filas y columnas para calcular el rango.
En el ejemplo anterior,

U=<58>=<1{(1,2,1,1),(-1,1,0,0), (1,5,2,2)} >=< {(1,2,1,1),(0,3,1,1)} > .

4.4 Bases y dimension.

Definicion 4.6 Un conjunto de vectores B de un espacio vectorial V' es una base de V' si B es
libre y V=< B >.
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Ejemplos:

1. El conjunto C = {(1,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,0,...,0,1)} es una base de R" llamada
base canodnica.

2. El conjunto B = {1,x,22,...,2"} es una base del espacio de polinomios II,,(R).

s {(4 ()0 (8 )

es una base de Max2(R).

3. El conjunto

Dimension.

Aunque un espacio vectorial tiene infinitas bases, todas ellas tienen el mismo nimero de
vectores. Se llama dimension de V' al nimero de vectores de cualquier base de V. Se denota
dim(V).

Ejemplos:
Para los espacios vectoriales que hemos mencionado anteriormente, se tiene:

dim(R") =n, dim(II,,(R)) = n+ 1, dim (Max2(R)) = 4.

Observacién: Si V' = {0} entonces no existe ninguna base de V y, por convenio, definiremos
dim(V) = 0.

Calculo de la dimensién.

e En primer lugar, si V =< {v1,v2,...,v,} > entonces dim(V) = rg ({v1,va,...,vp}).

Ejemplo:
Sea U =< {(1,2,1,1),(0,1,—1,-1),(0,0,0,1)} >. Entonces

1 2 1 1
dim(U)=rg| 0 1 -1 -1 | =3.
00 O 1

e Si U = Ker(A), con A € Mpxn(R), entonces U es un subespacio de R” de dimensién
d=n-—rg(A).

Ejemplo:

r+2y+z+t=0
Sea U = (v,y,2,t) ERY/ 2 —y=0 = Ker
z+5y+224+2t=0

—_ = =
|
Tt = DN
N O =
N O =
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1 2 1 1\ FEu(-1) 1 2 1 1
dim(U)=4-1g [ 1 =1 0 0 = 4-rg| 0 -3 -1 -1 |=
1 5 2 2/ Fu-1 0 3 1 1
F(1) 1 2 1 1
= 4-rg| 0 -3 -1 -1 |=4-2=2
0 0 0

Esta propiedad se puede extender a cualquier espacio vectorial de dimension finita V: Si
U es un subespacio de V entonces la dimensién de U es igual a la dimensiéon de V' menos
el nimero de ecuaciones linealmente independientes que definen a U.

Por ejemplo, si U = {A = (aij) € Mpxn(R) /a; =0,Vi=1,2,...,n} entonces
dim(U) = dim (Myxn(R)) — n = n? —n.

4.5 Cambio de base en RrR".

La siguiente propiedad es una consecuencia inmediata de la definicién de base y permite intro-
ducir el concepto de vector de coordenadas:

Proposicién 4.4 Sea B = {u1,uz,...,uy} una base de R". Cada x € R" se puede escribir de
modo 1unico como
T = Aur + Agug + -+ Aplp.
El vector (A1, A2, ..., A\n) se llama vector de coordenadas de x respecto de la base B y se
suele denotar x = (A1, A2, ..., A\n)B-

Ejemplo: En R? se considera la base B = {(1,1,1),(1,2,0),(0,0,1)}.
Calculamos las coordenadas de = = (1,0, 0) respecto de B:
Si (1,0,0) = (o, B, 7y)B entonces:

(1,0,0) = a(1,1,1) + 5(1,2,0) +7(0,0,1) = ( + B, 0 + 26, +7) <=

a+pB=1 a =2
— < a+28=0 =< [f=-1
a+v=0 v =-2.
Por tanto, (1,0,0) = (2,—1,—2)3.
Si B es una base de un espacio vectorial V' 'y & = (A1, A2, ..., A,)p entonces denotaremos
A1
A2
rp = . € Mnxl(R)-

An
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Observemos que si consideramos la base canénica C, entonces las coordenadas de un vector

x = (z1,22,...,x,) € R" respecto de C son precisamente (z1,z2,...,Ty), es decir,
x1
z2
Te =T = € Mpx1(R).
In

A continuacién veremos cémo cambian las coordenadas de un vector x al cambiar de base.
Sea B = {u1,us,...,u,} una base de R". Se llama matriz de cambio de base de B a la
base canénica C a la matriz P € M,,x,(R) cuyas columnas son los vectores de B, es decir,

P = (uj|ug|--|uy).

Ejemplo: Sea B ={(1,1,1),(1,2,0),(0,0,1)}. La matriz de cambio de base de B a C es

P = Pge =

—_ = =

110
210
01
La propiedad que caracteriza a la matriz de cambio de base es la siguiente:

Proposiciéon 4.5 Si P = Pge es la matriz de cambio de base de B a C entonces

Pgexp =xc, Vo € R™.

Demostracién. Sea z = (1, x2,...,2,) € R"y (A1, A2, ..., \n) su vector de coordenadas respecto
de B. Entonces:
A1
A2
T =xc = Mup + Agug + -+ Agup = (urfug| - |up) |0 | = Pag.
An

El cambio de base de C a B se puede hacer utilizando la sigiente propiedad:
Proposicion 4.6 Sea B una base de R™. Entonces Ppc es inversible y ademds (PBC)_1 = Pep.

Demostracion. Como las columnas de Pge son los vectores de la base B, claramente son lineal-
mente independientes y por tanto Ppe es inversible.
Por otra parte, para cada x € R", se tiene:

Ppcap = v¢c = x5 = (Pgc) ‘ac.

De aqui se deduce que (Pgc)~! = Peg. O

Ejemplo:

La matriz de cambio de base de C = {(1,0,0), (0,1,0),(0,0,1)} a B={(1,1,1),(1,2,0),(0,0,1)}
es

0\ 2 —1 0

0 =1 -1 10

1 -2 11

Pes = (Pge) ' =

— =
[eo B NI



40 4. Espacios vectoriales y aplicaciones lineales

4.6 Definicion de aplicacion lineal y propiedades.

Una matriz A € Mpy,(R) se puede identificar con la aplicacion L : R” — RP definida por
L(z) = Az, donde x € R" es un vector columna.

Esta aplicaciéon recibe el nombre de aplicacién lineal. En general, una aplicacion L : R” — RP
es lineal si cumple las siguientes propiedades:

1. L(z +y) = L(z) + L(y) ,Va,y € R"™.
2. L(A\x) = AL(z) VA €R,Vz € R".
De estas propiedades se obtiene por induccién que
L(Av1 + Aovg + -+ + Apvn) = M L(v1) + Ao L(v2) + - -« + Ay L(vy)

para todo A1, Ao, ..., Ay ER, y v,v2,...,v, € R™
En otras palabras, L : R — R? es una aplicacién lineal si la imagen de la combinacién
lineal de n vectores de R™ es igual a la combinacién lineal de las iméagenes.

Matriz asociada a una aplicacién lineal.
Al igual que una matriz define una aplicacién lineal, veremos que una aplicacién lineal
L : R™ — RP siempre se puede escribir en la forma L(z) = Az para una matriz A € Mxn(R).

Teorema 4.1 Sea L : R" — RP una aplicacion lineal. Entonces existe una matriz A € Mpyxn(R)
tal que L(x) = Az, Vx € R".

Demostracién. Denotemos por C' = {ey, ea,...,e,} la base canénica de R™.
Sea z = (x1,%9,...,Tn) = x1€1 + T2€3 + -+ + Tpe, € R™. Como L es una aplicacion lineal:

L(z) = L(z1e1 + waea + -+ - + xpen) = x1L(e1) + xoL(e2) + - - + xpL(ey) =

I
Z2

= (L(e1)|L(ea)| -~ |L(en)) | . | = Az
0
La matriz A del teorema anterior se llama matriz asociada a L. Sus columnas son las
imagenes de los vectores de la base candnica. En la practica, la matriz asociada a una aplicacion

lineal se puede obtener directamente.

Ejemplo: Sea L : R® — R? definida por L(z,vy,2) = (z + 2y — 2,y + 42). Entonces:

X
S r+2y—2z\ (1 2 -1
L(x’y’z)_< y+ 4z )‘(0 1 4> Z
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La matriz asociada a L es

1 2 -1
AZ(O 1 4)EM2X3(R).

4.7 Ntcleo e imagen de una aplicaciéon lineal.
Sea L : R™ — RP una aplicacién lineal. Se define el nicleo de L como
Ker (L) = {x € R" / L(z) = 0}.
Es claro que si A es la matriz asociada a L entonces Ker (L) = Ker (A) = {z € R" / Az = 0}.

La imagen de L se define como el subespacio formado por todos los vectores de RP que son
imagen de algiin vector de R™ por la aplicacién L:

Im (L) ={L(z) /z € R"}.

Si B = {ui,ug,...,u,} es una base de R" entonces Im (L) =< {L(u1), L(uz), ..., L(uy)} > .

En particular, tomando la base candnica, se obtiene que la imagen de L estd generada por
las columnas de la matriz asociada. Por extensién, se llama imagen de una matriz A € My, (R)
al subespacio generado por sus columnas.

Ejemplo: Se considera la aplicacién lineal L : R* — R3 definida por
L(z,y,z,t)=(x+y+2z,y—22z+t2x+y+4z—t).
Vamos a calcular una base de Ker (L) y otra de Im (L).

La matriz asociada es
1

1
1 -2
1 4 -1

A:

N O =

Por tanto, Ker (L) = Ker (A) = {x € R*/ Ar = 0}. Para resolver el sistema, hacemos
operaciones elementales sobre las filas de la matriz de coeficientes:

11 1 0\ Fa(=2) /1 1 1 0\ Fp) /1 1 10
01 -2 1 —_— 0 1 -2 1 —_— 01 -2 1
2 1 4 -1 0 —1 2 -1 0 0 0 0

Fi5(—1) 1 0 3 -1

— 01 -2 1

0 0 0 0
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Asi,

r=-3z+1t

Ker (L) = {(:E,y,z,t) €RY/ Y= 2%t }:{(—3z+t,22—t,z,t)/z,t6R}:

= {2(~3,2,1,0) + t(1,~1,0,1) / 2,t € R} =< {(—3,2,1,0), (1, —1,0,1)} > .
Por tanto, dim(Ker (L)) = 2 y una base de Ker (L) es
B ={(-3,2,1,0),(1,—-1,0,1)} .

Por otra parte, la imagen de L esta generada por las columnas de A:

Im (L) =< {(1,0,2), (1,1,1), (1,-2,4), (0,1,-1)} > .
Para calcular una base de la imagen de L hacemos operaciones elementales para eliminar
los vectores linealmente dependientes:

1 0 2 1 0 2 10 2
1 1 1 Fa(=1) 0 1 -1 Fia(2) 01 —1
1 -2 4 — 0 -2 2 _) 00 0
0 1 -1 ) Dy 1 ) FeD g g

Por tanto, dim(Im (L)) = 2 y una base de Im (L) es
B> ={(1,0,2), (0,1,-1)} .

Inversas de aplicaciones lineales.

El siguiente resultado muestra qué aplicaciones lineales son inversibles y cémo calcular la
aplicacion inversa.

Proposicién 4.7 Sea L : R™ — R"™ una aplicacidon lineal y sea A € My xn(R) su matriz asocia-
da. Entonces L es inversible si y sélo si A es inversible. Ademds, la matriz asociada a L™" es
AL

Ejemplo:
Consideremos la aplicacién lineal L : R? — R? dada por L(z,y) = (v +y, 2z +y). Su matriz

asociada es
11
A_<2 1).

Como |A| = =1 # 0, A es inversible y por tanto L es inversible.
La matriz asociada a L™! es
—1 1
-1 _
()

y en consecuencia la aplicacién inversa L™! : R? — R? estd definida por

vien=a(7)=(% o) ()= (2



Capitulo 5

Diagonalizacion y funciones de
matrices

5.1 Introduccion.

Los conceptos principales de este capitulo son los de autovalor y autovector de una matriz
cuadrada. Se introduce el polinomio caracteristico para el cdlculo de autovalores y se dan
aplicaciones a la diagonalizacion de matrices y al cdlculo de funciones de matrices.

5.2 Autovalores y autovectores.

Definicién 5.1 Sea A € My xn(R). Un vector x es un autovector de A si x # 0 y existe un
escalar X tal que Ax = Ax. El escalar A se llama autovalor de A asociado al autovector x.

Aunque en la mayoria de las aplicaciones que veremos este curso trabajaremos con autova-
lores reales y por tanto el autovector es un vector de R", veremos que es posible que el escalar
A sea complejo. En ese caso el autovector asociado sera un vector z € C".

Definicién 5.2 El conjunto de todos los autovalores de una matriz A € Mpxn(R) se llama
espectro de A y se denota Sp(A).

Ejemplo 1:
Consideremos la matriz

111
A= 11 1 | € Mss(R).
111

Veamos que A = 3 es una autovalor de A y v = (1,1,1) es un autovector asociado a dicho
autovalor :

1 11 1 3 1
Av=1[ 1 1 1 1 1=13|=311
1 11 1 3 1

43
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Ejemplo 2:
La matriz

=(7 )

no tiene autovalores reales. Sin embargo, A =i € Sp(A):
0 -1
1 0

Calculo de autovalores: polinomio caracteristico.
La forma de calcular los autovalores de una matriz la proporciona el siguiente resultado:

Teorema 5.1 Sea A € Myxn(R) y sea X un escalar. Entonces A € Sp(A) <= det(A—\I) = 0.
En consecuencia, Sp(A) = {\ € C/ det(A — A\I) = 0}.

Demostracién.
Observemos que

Av =Xz <= Az - =0<= (A—-AN)z =0<= z € Ker (4 — ).

Por tanto,
A€ Sp(A) <= Ker (A —\I) #{0} < |A— | =0.

O

Si A € Mpxn(R), se llama polinomio caracteristico de A al polinomio definido por
ga(z) = det(A — zI). El teorema anterior dice que los autovalores de A son las raices de su
polinomio caracteristico.

Ejemplo: Sea
A= 12 € M} 3 R

El polinomio caracteristico de A es

=2 -2z — 3.

1-— 2
e = 1A a1l =| 1

2 l1—=z

Los autovalores de A son las raices g4(z). En este caso, como

2+ 416

-2 —3=0<= 1= 5

los autovalores de A son A\; = 3, Ay = —1.
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Si A € Myxn(R) entonces su polinomio caracteristico tiene grado exactamente n y su
coeficiente principal es (—1)". Es decir,

ga(z) = (-1)"z" + an—12™ " + -+ + a12 + ap.

Recordamos ahora algunas notas sobre raices de polinomios necesarias para enunciar otros
resultados sobre el polinomio caracteristico.

Definicién 5.3 Sea p(x) un polinomio de grado n con coeficientes en R. Se dice que A es una
raiz de p(x) de multiplicidad k si existe un polinomio pi(x) tal que p(x) = (x — \)Fp(z) y
pl(/\) 7é 0.

Es bien sabido que un polinomio p(z) de grado n con coeficientes reales tiene exactamente
n raices en C contadas con su multiplicidad, es decir,

p(x) =c(x — M) (z — A2)*? ... (x — \p)O7,
donde c € R, A1, Ao,..., A\ €C, a1,09,...,a, ENy a3 +as+ -+ a. =n.

Definicién 5.4 Sea A € My xn(R) y sea A € Sp(A). Se llama multiplicidad algebraica de
A a la multiplicidad de A como raiz de qa(x), es decir al nimero natural « tal que ga(z) =
(x — N)%(z), p(A\) # 0. Se denota m.a. (N).

Por tanto, una matriz A € M, «n(R) tiene exactamente n autovalores (contados con su
multiplicidad), aunque algunos de ellos pueden no ser reales.

Calculo de autovectores. Subespacios propios.

Definicién 5.5 Sea A € M, xn(R) y sea A € Sp(A). Si A € R entonces los autovectores
asociados son vectores de de R™. Se llama subespacio propio asociado a A al conjunto

VA) ={z eR"/ Az = Az} = Ker (4 — \I).

Definicion 5.6 Se llama multiplicidad geométrica de A a la dimension del subespacio propio
V(A), es decir,
m.g. (A) = dim(V(A)) = dim(Ker (A — A\I)).

Observacién: Recordemos que si A € M, x,(R) entonces dim(Ker (4)) =n —rg(A). Por tanto,
m.g. () = dim(Ker (A — X)) =n —rg (A — AI).

Si A € Sp(A), tanto la multiplicidad algebraica como la multiplicidad geométrica de A son
al menos 1. De hecho se tiene el siguiente resultado:

Proposicién 5.1 Sea A € M,xn(R) y sea X\ € Sp(A). Entonces 1 < m.g.(\) < m.a.(\) < n.
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Corolario 5.1 Si A € Sp(A) y m.a. (\) =1 entonces m.g. (\) = m.a. (\) = 1.

Ejemplo:
Se considera la matriz
01 1
A= -1 10
1 01
Calculamos el polinomio caracteristico de A:
|A—zl|=| -1 1—2 O = -1 11—z 0 =
1 0 1-2z 01—z 1—-2
= -1 1-z 0 :(1—:3)’_1 L | =)
0 0 1—=x

Por tanto, Sp(A4) = {0,1}, con m.a. (0) =1, m.a. (1) = 2.
Como m.a. (0) = 1, se tiene que m.g. (0) = m.a. (0) = 1.
A continuacién calculamos la multiplicidad geométrica del autovalor A\ = 1:

-1 1 1
mg (1)=3-rg(A-I)=3-rg | -1 0 0 | =3-2=1.
100

Los subespacios propios asociados a 0 y 1 son:
V(0) =Ker(A) = {(z,y,2) €ER3 Jy =2, 2 = —a} =< {(1,1,-1)} > .
V() =Ker(A—1I)={(z,y,2) €R®/x =0, 2= —y} =< {(0,1,-1)} > .
Propiedades:

1. Si D = (dij) € Myuxn(R) es una matriz diagonal entonces los autovalores de D son los
elementos diagonales dy, da, ... , dy.

2. Si A e Mpxn(R)y Sp(A) = {A1,\2,..., Ay} (cada autovalor aparece tantas veces como
indica su multiplicidad algebraica), entonces:

n

o det(A) =] Ni=A" A\
=1

n

o tr(A)=> A=A+ Xa+ 4 A
=1

Esta propiedad es 1til para comprobar si los autovalores se han calculado correctamente,
ya que su suma debe coincidir con la traza de la matriz.
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5.3 Matrices diagonalizables.

Definicién 5.7 Sea A € Myxn(R). Se dice que A es diagonalizable si existen dos matrices
P,D € Myxn(R) tales que P es inversible, D es diagonal y A = PDP™!,

Denotemos por

M O - 0
D= S i P =(uplug|...|uy).
0 O An

Obsérvese que
A=PDP™! «—= AP = PD < (Aui|Auy|...|Au,) = (Mug|Xous| ... [Apun) .

Esto quiere decir que si A es diagonalizable entonces los elementos diagonales de la matriz
D son los autovalores de A (contados con su multiplicidad) y las columnas de la matriz P son
los correspondientes autovectores asociados (en el mismo orden). Para poder construir D y P
es necesario que todos los autovalores de A sean reales y que cada autovalor proporcione tantos
autovectores linealmente independientes como indica su multiplicidad algebraica. En resumen,
se tiene el siguiente resultado:

Teorema 5.2 Sea A € M, «,(R). Entonces:
(a) A es diagonalizable si y sélo si todos los autovalores de A son reales y ademds
m.a. (A\) =m.g. (\), VA € Sp(A).

(b) Si A es diagonalizable, las matrices P y D tales que A = PDP™! se construyen del
siguiente modo:

M O - 0
0 X -+ 0
D= S : i P = (up|ug|...|un),
0 0 - M\,
donde M1, g, ..., Ay son los autovalores de A (contados con su multiplicidad) yuy, ug, ..., uy

son los correspondientes autovectores asociados.
La diagonalizacién se puede aplicar al cdlculo de potencias y raices cuadradas de matrices.

Proposicién 5.2 Si A = PDP™! entonces A¥ = PD*P~1 Vi >1.
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Proposicién 5.3 Si A € M, «n(R) es diagonalizable y todos sus autovalores son mayores
0 iguales que cero entonces se puede calcular una raiz cuadrada de A en la forma AY/? =

PDY2p~1 donde

\/x 0 0
D1/2— 0 \/E 0
0 0 eV

Ejemplo: Hallar una raiz cuadrada de la matriz
1 11
A= 1 1 1
1 11

En este caso Sp(A) = {0, 3}, con m.a. (0) = m.g. (0) = 2. Ademés,
Ker (A) =< {(1,0,-1),(0,1,-1)} >, Ker (A —3I) =< {(1,1,1)} > .

Por tanto, podemos tomar
0 0O 1 01
D=0 00 , P= o 1 1],
0 0 3 -1 -1 1

de tal forma que A = PDP~!. De este modo, la matriz

1 01 00 0 2/3 —1/3 —1/3
B=PpPDY?p~l = 0 11 00 0 -1/3  2/3 -1/3 | =
-1 -1 1 0 0 V3 /3  1/3  1/3
RN
AT

es una rafz cuadrada de A (es decir, B? = A).

5.4 Teorema de Cayley-Hamilton.

Polinomios de matrices.
Sea A € Myxn(R). Sea p(z) = ag + a1 + agx® + - - - + apz®. Se define

p(A) = aol + a1 A+ azA” + - + 4z A¥ € Mysn(R).
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Diremos que p(z) es un polinomio anulador de A si p(A) es la matriz cero.

Ejemplo: El polinomio p(z) = 22 — 2 es un polinomio anulador de la matriz
11
A_<11>.
2 2 11 00
— A2 _ — _ —
p(d) = A" 24 (2 2> 2<1 1) <0 0)‘

Teorema 5.3 (Teorema de Cayley-Hamilton) Sea A € M, xn(R) y qa(z) su polinomio
caracteristico. Entonces qa(A) =0, es decir, ga(x) es un polinomio anulador de A.

En efecto,

Del teorema de Cayley-Hamilton se deduce que para calcular cualquier polinomio de una
matriz A € My« (R) es suficiente calcular las (n — 1) primeras potencias de A

Corolario 5.2 Sea A € My xn(R). Si p(z) es un polinomio de grado k > n entonces existe un
polinomio r(x) de grado menor que n tal que p(A) = r(A).

Demostracién. Dividiendo p(z) entre g4(x), se tiene que p(z) = ga(x)d(z) + r(z), donde el resto
r(z) tiene grado menor que n. Utilizando el teorema de Cayley-Hamilton:

p(A) = ga(A) d(A) + r(A) = r(A).
0

O

Para calcular 7(x) no es necesario efectuar la division. Observemos que si A es un autovalor
de A entonces p(A) = ga(A)d(N) + (X)) =r(N), ya que ga(A) = 0. Es decir, los polinomios p(x)
y r(x) deben tomar el mismo valor sobre todos los autovalores de A. Del mismo modo, si la
multiplicidad algebraica de A es m entonces

PN =r®(N), VA eSp(A), Vk=1,2,...,m—1.

Esta propiedad permite calcular r(x) resolviendo un sistema de ecuaciones lineales.
Ejemplo: Calcular un polinomio r(x) de grado 1 tal que 7(A) = p(A), donde p(z) = 2% — 2z +1

y
-1 1
1=(5 )

Como los autovalores de A son A\ = 0, Ay = 1, el polinomio r(z) = a + bz de grado 1 debe
cumplir las relaciones:
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Por tantoa=1,b=—-1yr(z)=1—z.
Finalmente,

5.5 Funciones de matrices.

En esta seccién usaremos la idea anterior para obtener funciones de matrices para una clase de
funciones mas general que los polinomios. En concreto, consideraremos funciones analiticas, en-
tre las cuales estan las funciones racionales, las raices k-ésimas, la exponencial, el logaritmo y las
funciones trigonométricas mas comunes. Con ayuda de la tltima observacién se pueden calcu-
lar estas funciones de matrices como combinaciones lineales de las n— 1 primeras potencias de A.

Sea A € Myxn(R) y sea f : D — R una funcién analitica definida en un dominio real
D. Supongamos que para cada autovalor A de A estan definidos los valores f (k)()\) para todo
k=0,1,...,m — 1, donde m = m.a.()\), f®(\) = f()\). Entonces es posible encontrar un
polinomio r(z) = ag + a1x + - - - + a,_12" ! de grado menor que n tal que

FEN) =r®(N), VA eSp(A), Vk=0,1,...,ma. (\) — 1.
Denotaremos Vy a4 = {f®)(X\) /X € Sp(A), k=0,1,...,m.a. (\) — 1}.

Definicién 5.8 Sean A € Myxn(R) y f una funcion de tal forma que existen todos los valores
del conjunto Vi 4. Entonces diremos que f estd definida sobre A y se define f(A) como el valor
del polinomio r(x) en A, es decir,

f(A) :’I”(A) :a01+alA+"'+CLn_lA”_1'

Obsérvese que los n coeficientes a; de r(x) se determinan resolviendo un sistema de n ecua-
ciones lineales con n incégnitas.

Ejemplo 1: Se consideran la funcién f(x) = e” y la matriz

A:

S O O
S O =
S = =

En este caso Sp(A) = {0}, con m.a. (0) = 3. Entonces existe un polinomio r(z) = a + bx + cx?
de grado menor o igual que dos tal que
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Portantoa=1,b=1,c=1/2y r(z) =1 +x + (1/2)2%.

Finalmente,
) 1 00 01 1 L [0 01
eA:f<A):r(A):1+A+§A2: 010 ]|+[001 +3 000 |=
00 1 000 000
1 1 3/2
=01 1
00 1

Ejemplo 2: No es posible calcular una raiz cuadrada de la matriz

01
a=(94)
En efecto, consideremos la funcién f(z) = /& = z/2. Como Sp(A4) = {0} con m.a. (0) = 2,

para calcular f(A) = A'/2 necesitamos determinar los valores de f(0) y f'(0).
Pero no existe f/(0) ya que f'(x) = 1/(2y/x).

Observacién: La condicién de que existan todos los valores del conjunto Vy 4 no siempre es
necesaria para definir f(A). Por ejemplo, aunque

0 0
o=(00)
también tiene Sp(B) = {0} con m.a.(0) = 2, es posible calcular una raiz cuadrada de B (por
ejemplo, la propia B).
Autovalores de f(A).

Los autovalores de la matriz f(A) se pueden obtener sin calcularla explicitamente.

Proposicién 5.4 Si Aj, \a,..., \, son los autovalores de A (contados con su multiplicidad)
entonces los autovalores de f(A) son f(A1), f(A2),..., f(An).

Casos particulares:

1. Sp(AF) = {\k Nk .. NEY VE e N
2. Sp(A™Y) = {1/A\1,1/)A2,...,1/A\,}. (Si A es inversible).

En particular, la proposicién 5.4 permite obtener el determinante y la traza de f(A) sin
calcular la funcién de la matriz. Si A, Ag,..., A, son los autovalores de A contados con su
multiplicidad, entonces:

det(f(A)) = f(A1)f(A2) - f(An)
tr(f(A) = f(M) + f(A2) + -+ f(An).
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Funciones de matrices usando la diagonalizacién.
El siguiente resultado es consecuencia de la forma que tienen las potencias de las matrices
diagonales:

Proposicién 5.5 Si D es diagonal,

A1 0 0

D 0 Ao ,
. 0
0 0 M

f(A1) 0 0
foy=| O I
: 0
0 0 f(M)
Ejemplo: Si f(z) =e® y
000
A=[00 0
000
entonces
f(0) o 0 e 0 0 100
et = f(A) = 0 f(0O) o0 =1 0 e 0 ]=l010
0 0 f(0) 0 0 ¢ 00 1

Este resultado proporciona una forma alternativa para calcular funciones de matrices cuando
A es diagonalizable:

Proposicién 5.6 Si A € Myxn(R) es diagonalizable, es decir, A = PDP~! con D diagonal,
entonces f(A) = Pf(D)P~1.



Capitulo 6

Espacios euclideos

6.1 Introduccion.

En este tema se introduce el producto escalar y algunos conceptos importantes asociados a él,
como la norma y la ortogonalidad. Esto permite desarrollar nuevas aplicaciones del dlgebra ma-
tricial, como la diagonalizacién ortogonal, la descomposicién en valores singulares, la clasificacion
de formas cuadraticas y el método de minimos cuadrados para obtener soluciones aproximadas
de sistemas de ecuaciones lineales sobredeterminados.

6.2 Espacios vectoriales con producto escalar.

Definicién 6.1 Sea V' un espacio vectorial real. Una aplicacion (,) : V x V — R es un pro-
ducto escalar o producto interior si cumple las siguientes propiedades:

1) (z1+ x2,y) = (x1,y) + (x2,y), V1,20, y € V.
2) Ax,y) = XNaz,y), Ve,y e V, A € R.
3) (x,y) = (y,z), Va,y e V.
4) (z,x) >0, Ve eV,x#0.
Proposicién 6.1 De las propiedades (1)-(4) se deducen las siguientes:
9) (y1 +y2) = (@, 51) + (@,92), Va,y,y2 € V.
6) (x,\y) = Nz,y), Ve,yeV, \€R.
7) (z,0) =0, VzeV.

Observacién: Las propiedades (1), (2), (5) y (6) se resumen diciendo que el producto escalar real
es una forma bilineal; la propiedad (3) dice que es simétrico y la propiedad (4) que es definido
positivo.

53
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Norma inducida.
El producto escalar en un espacio vectorial V' permite definir una norma:

Proposicién 6.2 Sea V' un espacio vectorial con producto escalar. La aplicacion || - || : V — R
dada por
lv]| = +v/(v,v), VYveV

define una norma sobre V; esto es, cumple las siguientes propiedades:
i) |zl >0, Ve e VA{#} y [0 =0.
i) || Ax|| = A [|z]|, Yz € V,VAER.

i) |z +yl <[zl +llyll, Vo,yeV.

Recuérdese que si z,y son dos vectores de V entonces ||x — y|| representa la distancia de x
a y. En particular, la norma de x representa su distancia a cero.

Definicion 6.2 Los espacios vectoriales con producto escalar dotados de la norma inducida se
llaman espacios euclideos.

Ejemplos:

I. Producto escalar usual de R".
Se define el producto escalar usual en R™ como

n
<ZL‘,y> = xty = leyz ,Vx,y € R".
i=1

La norma asociada a (, ) coincide con la norma usual de R™:

llz|| :—i—\/xtx:—}—\/x%—i—x%—l—---%—x%, Vo= (r1,22,...,2,) € R".

II. Producto escalar de funciones. Sea V el espacio vectorial de las funciones reales continuas
definidas en [—1,1]. Se suele usar el siguiente producto escalar:

1
(f,9) 2/1 f(x)g(x) dx.

i71= ([ rwa) "

La norma inducida es
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6.3 Ortogonalidad

Definicion 6.3 Sea V un espacio vectorial con producto escalar.
1. Se dice que dos vectores x e y son ortogonales si (x,y) = 0.

2. Un vector x es ortogonal a un subespacio U de V si x es ortogonal a todos los vectores de

U.
3. Un conjunto de vectores S = {v1,v2,...,v;} de V es ortogonal si (v;,vj) =0, Vi # j.
4. Un conjunto de vectores S = {v1,va,...,v} de V es ortonormal si es ortogonal y ||v;|| =

1,Vi=1,2,... k.

Observacién: Los vectores de norma uno se llaman vectores unitarios. De cada vector v distinto
de cero se puede obtener un vector unitario con su misma direccion y sentido sin mas que dividir
por su norma.

Ortonormalizacidn.

El siguiente resultado muestra como obtener un conjunto ortonormal de un conjunto libre:

Teorema 6.1 (Ortonormalizacién de Gram-Schmidt) Sea V' un espacio vectorial con un
producto interior y sea S = {vi,va,...,vp} un congunto libre de vectores de V. FExiste un
conjunto ortonormal T = {u1,us,...,up} tal que < S >=<T >. Es mds,

<A{vy,... ot >=<{ug,...,ux} >, Vk=1,...,p.

Descripcion del proceso de ortonormalizacién de Gram-Schmidt.

Sea S = {v1,v2,...,vp} €l conjunto libre de vectores de V' que queremos ortonormalizar.
Se procede del siguiente modo:

(1) Se construye u; dividiendo v; por su norma:

1
U] = ——1.
o1

(2) Para cada i > 2 se construye u; en dos etapas:

(2.1) Se calcula un vector @; dado por:

i—1

Uy = v; — Z@i, i) = v; — (Vi u)u — - — (Vg Ui—1)Ui—1.
=1
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(2.2) Se normaliza el vector ;:
1

sl
Ejemplo:
Vamos a ortonormalizar el subconjunto S = {(1,0,1), (1,1,1)} de R3.
Denotemos por v; = (1,0,1), v = (1,1,1). Entonces:

(%] 1

1= =

1 1
ol ~ 200 = (ﬂ’o’ ﬁ) |

iy = vs — (v, u)ug = (1,1,1) — \2 (\}50 \2) — (1,1,1) = (1,0, 1) = (0,1,0):

U2

 lag|

U2 = (0,1,0).

El conjunto T' = {uj,us} = {(%, 0, %) , (0,1, 0)} es ortonormal y genera el mismo subespacio
vectorial que S.

6.4 Proyeccion ortogonal.

Sea x € R™ y sea U un subespacio de R" con dim(U) = p < n. Se llama proyeccién ortogonal
de z sobre el subespacio U al tnico vector u, € U tal que (z — uy) es ortogonal a U. El vector
vy = T — U, se llama componente normal de = respecto a U y su norma representa la minima
distancia de z al subespacio U, es decir, d(z,U) = ||z — uy||.

Calculo de la proyeccion ortogonal.

Proposicién 6.3 Sea U un subespacio vectorial de R™ y B = {uy,...up} una base ortonormal
de U. Entonces la proyeccion ortogonal de un vector x sobre U es

t

Uy = ulu’ia: + uzuéx + - Fupur = Pz,
donde

t

Uy

t t t u

P = ujuj + uguy + - - + upuy, = (ufug| - |up) . € Mpxn(R)
7
Up

se llama matriz de proyeccion ortogonal.

Demostracién. En primer lugar, u, = ui(ufz) +up(ubz) +- - -+ up(ubz) € U por ser combinacién
lineal de vectores de una base de U.
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Por otra parte, (x — u,) es ortogonal a U ya que es ortogonal a los vectores de la base B.

Por ejemplo, usando que B es ortonormal, se tiene:
t ¢ ¢ ¢ t t t t ¢ t t ¢
Uity = uy(urug s 4 ugun® + - -+ upuyx) = (ujur)uix + (ujug)usx + - - - + (ugup)uyr = uiT .

t it to,
Por tanto, u{(z — uy) = ujz — uju, = 0.
Del mismo modo se prueba para us, ..., u, O

Ejemplo: Hallar la matriz de proyeccién ortogonal sobre el subespacio
U={(z,y,2) €ER®/z+y—2z=0}.
En primer lugar, calculamos una base de U:
U={(z,y,2) €ER®Jzx+y—2=0} = {(z,y, 2 +y) /2,y € R} =< {(1,0,1),(0,1,1)} > .

Una base de U es By, = {(1,0,1),(0,1,1)}.

Aplicamos el proceso de Gram-Schmidt a los vectores v = (1,0,1), v = (0,1,1) para
obtener una base ortonormal By = {u1,us} de U:

. V1 _ 1 1 1/\/5
Uy = 7 = —F#—= 0 0
[l — V2 \ 1V

)

0 1/2 —1/2
u~2 = V2 — <'U2,U1>U1 = 1 - 0 = 1 5
1 1/2 1/2

5 -1/V6
Ug = & = 2//6
[l ~\ v

La matriz de proyeccién ortogonal sobre U es:

N [UNVECNEY
—uut uut—uu U1 = /\/§ 0 1/\/§ =
P =k vt = ) () s R (6 2 11ve)
1/24+1/6 0—2/6 1/2—1/6 2/3 —1/3 1/3
=| 0-2/6 044/6 0+2/6 |=|( -1/3 2/3 1/3
1/2—1/6 0+2/6 1/2+1/6 1/3  1/3 2/3

Caso particular:

Sea u un vector unitario y sea U =< {u} >. La matriz de proyeccién ortogonal sobre U es
Py = uul. Es facil comprobar que Py tiene rango 1, ya que todas sus filas son miltiplos de u.
En el caso general, el rango de Py coincide con la dimensién de U.
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Ejemplo: Construir la matriz de proyeccién ortogonal sobre W =< {(2,2,1)} >.
Para ello calculamos un vector unitario u en la direccién de v = (2,2,1) dividiendo por su
norma:

) 2/3
u=-—=1[ 2/3
[lv]l 1/3
Por tanto,
2/3 W
P=uu'=| 2/3 (2/3,2/3,1/3):§ 4 4 2
1/3 2 2 1

6.5 Diagonalizacion ortogonal.
Recordemos que una matriz P € M, x,(R) es ortogonal si P~! = P!  es decir P'P = I.

Definicién 6.4 Sea A € My «xn(R). Se dice que A es ortogonalmente diagonalizable si existen
dos matrices P,D € Myuxn(R) tales que P es ortogonal, D es diagonal y A = PDP!. En tal
caso, se dice que la descomposicion A = PDP! es una diagonalizacion ortogonal de A.

Teorema 6.2 (Teorema espectral para matrices simétricas) Una matriz real A € My xn(R)
es ortogonalmente diagonalizable si y sélo si A es simétrica.

Descomposicién Espectral.

Sea A = PDP? la diagonalizacién ortogonal de una matriz simétrica A de rango r. Sean
A1, A2, ..., A sus autovalores no nulos, contados con su multiplicidad. Si u1,us,...,u, son las
columnas de P entonces, usando el producto de matrices por bloques, se tiene:

A0 - 0 Lﬁ
t 0 )\2 0 ug
A=PDP" = (ulug|---fun) | . . . . o

0O 0 -+ A ul
= Mgl + Agugub + - + Apupul, = Mugul + Aougud + -+ + Noupul,

va que A\py1 == A, =0.

De esta manera se descompone A en la suma de r matrices u;u! de rango uno. Esta des-
composicién se llama descomposicién espectral de A. Obsérvese que cada sumando es el
producto de un autovalor por la matriz de proyeccién sobre el subespacio generado por el auto-
vector correspondiente.
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Calculo de la diagonalizacién ortogonal de una matriz simétrica.

Sea A € My« (R) una matriz simétrica. Veamos cémo construir las matrices P y D tales
que A= PDP?!.

La matriz D se construye en la forma habitual, es decir, es una matriz diagonal cuyos
elementos diagonales son los autovalores de A, repetidos un nimero de veces igual a su multipli-
cidad algebraica. Una observacién importante es que todos los autovalores de una matriz
simétrica son reales.

Como A = PDP! = PDP~! las columnas de la matriz P deben ser autovectores de
A. Necesitamos ademds que P sea ortogonal. La siguiente caracterizacién de las matrices
ortogonales serd util:

Proposicién 6.4 Una matriz P € Myxn(R) es ortogonal si y sdlo si sus columnas son una
base ortonormal de R™ (respecto al producto escalar usual).

Demostracién. Denotemos por uy, ug, ..., u, las columnas de P. Dado que rg(P) = n, el con-
junto B = {uy,ug,...,u,} es una base de R". Adems4s,
t
uy
Ut t .. .
2 wu; =0, sii#j

PP = (urfuug| - - - [un) = T <= { } s Bes ortonormal.

wu; =1, Vi=1,2,...,n

T
O

En virtud de la Proposicién 6.4, necesitamos conseguir una base de autovectores de A que
ademas sea ortonormal. La siguiente propiedad hace que esto sea posible:

Lema 6.1 Sea A € M, x,(R) una matriz simétrica. Si x1 y xa son autovectores asociados a
dos autovalores distintos de A entonces x1 y To son ortogonales.

Demostracién. Sean A; # A9 dos autovalores de A y sean x1 € V(A1), 2 € V(A2). Teniendo en
cuenta que A = A y A\, X2 € R:

)\1 <.%'1, x2> = <)\1x1,a:2) = <A$1,$2> = (A.%'l)tl'g = xﬁAtxg = thlA:CQ = 1{)\23}2 = /\2<$1,$2>.

Por tanto, \j(x1,x2) = Aa2(x1,22). Como A\; # A2, necesariamente (x1,x2) = 0. O

Sea A € My xn(R) una matriz simétrica. Teniendo en cuenta las propiedades anteriores, los
pasos para calcular una diagonalizacién ortogonal A = PD P! son los siguientes:

(1) Se calculan los autovalores de A. Los elementos diagonales de la matriz D son los autova-
lores de A (repetidos tantas veces como indica su multiplicidad algebraica).

(2) Para cada autovalor A\ € Sp(A) se halla una base del subespacio propio asociado V()
y se le aplica el proceso de ortonormalizacién de Gram-Schmidt para obtener una base
ortonormal de V().
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(3) La matriz P es la que tiene por columnas los elementos de las bases ortonormales de V (A1),
V(A2),...,V(Ar) (donde A1, Ag, -« , Ag son los autovalores distintos de A) colocadas en el
mismo orden que ocupan los correspondientes autovalores en la diagonal de D.

Ejemplo:
Hallar una diagonalizacién ortogonal de la matriz A € Myx4(R) dada por

-2 -1 0 2

-1 -2 0 -2
A= 0 0 -3 0
2 -2 0 1

Dado que A es una matriz simétrica real, es ortogonalmente diagonalizable, es decir, existen
dos matrices P, D € Myx4(R) tales que P es ortogonal, D es diagonal y A = PDP'. La matriz
diagonal D tiene como elementos diagonales los autovalores de A.

El polinomio caracteristico de A es ga(r) = (=3 — x)3(3 — ) (hdgase como ejercicio).

Por tanto los autovalores de A son A\; = —3 y A2 = 3, con m.a.(—3)=3, m.a.(3)=1, y la
matriz D es

-3 0 00

0 -3 00

b= 0 0 -3 0
0 0 0 3

Los vectores columna de la matriz ortogonal P = (uj|ua|us|uy) constituyen una base orto-
normal de R* formada por autovectores de A. Para determinarlos, aplicaremos el procedimiento
de ortonormalizacion de Gram-Schmidt a sendas bases de los subespacios propios asociados a
)\1 =-3 y )\2 = 3.

Resolviendo el correspondiente sistema homogéneo, se tiene:

Ker (A +3I) =< {(1,1,0,0), (0,2,0,1), (0,0,1,0)} > .

Si denotamos v; = (1,1,0,0), v2 = (0,2,0,1), v3 = (0,0, 1,0) entonces los tres primeros vectores
columna wq, ug, ug de la matriz P se calculan del siguiente modo:

up = HLlH = (1/v2,1/V/2,0,0)
U1
Uy = vo— < va,up >up = (—1,1,0,1) ; wup= ||~|| = (—1/V3,1/V/3,0,1/V3)
Uz = v3— < v3,U1 > U— < U3,U > Up = (0,0, 1,0) ;U3 = Hugu (0 0, 1,0)
us

Del mismo modo,
Ker (A —3I) =< {(1,-1,0,2)} >=< {v4} >,
de modo que el vector columna u4 de P viene dado por

= (1/V6,-1/1/6,0,2/V6) .

u =
1 JJoal]
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Asi, la matriz ortogonal

1/vV2 —-1/V/3 0 1/V6
P = (uihualuslur) = | Y2 VYS9 U
0 1/vV/3 0 2/V6
cumple que A = PDP?.
La descomposicion espectral de A es
A = —3uyul — 3ugub — 3ugub + 3ugul .
En particular, la matriz A se puede escribir como A = —3P; + 3P,, donde
5/6 1/6 0 —1/3
Py = upu} + ugub + u;z,ug = 1(/)6 5(/)6 (1) 1/3 ;
-1/3 1/3 0 1/3

1/6 —1/6 0 1/3
~1/6 1/6 0 —1/3

0 0 0 0
1/3 -1/3 0 2/3

t
P2 = UqUy =

son las matrices de proyeccion sobre los subespacios propios V(—3) y V(3) respectivamente.

6.6 Formas cuadraticas sobre r". Clasificacion.

Definicion 6.5 Una forma cuadratica sobre R" es una

aplicacion w : R™ — R definida por

w(r) =2'Az, VYo cR",

donde A € My xn(R) es una matriz simétrica.

Observacién: Si A = (a;;) € Mpxn(R) entonces la forma cuadritica w(z) = z'Az se expresa

como:
ail a2
az1 a2

w(xy, xe, ..., xn) = (x1,22,...,2y)

Gn1l Aan2

A1n T

a2n €2 i
. . = Z Qi T X5
: : Py

Gnn T,
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Reciprocamente, si tenemos una expresién extendida de la forma cuadritica como la anterior,
podemos encontrar una dnica matriz simétrica A € My, (R) tal que w(z) = 2" Az, Vo € R™.

Ejemplo:
Sea w(x1,xa,x3) = 2:6% + 356% + l’% —4dx1x9 + 220123 — 2x9203. Entonces:

2 =2 1 T
w(xy, xe,x3) = (1,22, 23) | —2 3 -1 zo | =2t Az
1 -1 1 T3

Clasificacion de formas cuadraticas.

Definicion 6.6 Sea w : R™ — R una forma cuadrdtica. Diremos que
1. w es definida positiva si w(z) >0, Vx #0,
2. w es definida negativa si w(x) <0, Vax #0,
3. w es semidefinida positiva si w(x) >0, Vo € R",
4. w es semidefinida negativa si w(x) <0, Vax € R,

5. w es indefinida en cualquier otro caso, es decir, si existen dos vectores x,y € R™ tales que
w(z) >0, w(y) <0.

Definicién 6.7 Una matriz simétrica A € My xn(R) se dice definida positiva, definida negativa,
semidefinida positiva, semidefinida negativa o indefinida segin lo sea la forma cuadrdtica wy :
R" — R definida por wa(z) = 2t Ax.

Formas cuadraticas degeneradas y no degeneradas

Definicién 6.8 Sea A € M« (R) una matriz simétrica y sea w : R — R la forma cuadrdtica
definida por w(z) = z'Ax, Vx € R". Se dice que w es no degenerada si rg(A) = n. En otro
caso se dice que w es degenerada. Obsérvese que w es no degenerada si y sélo si |A| # 0.

Las formas cuadraticas definidas positivas y definidas negativas son siempre no degeneradas,
mientras que las semidefinidas son degeneradas. Las formas cuadraticas indefinidas pueden ser
degeneradas o no degeneradas, de modo que debe indicarse este aspecto en su clasificacién.

Ejemplos:

1. w(z,y,2) = 22 + y? + 22 es definida positiva ya que 22 + y? + 22 > 0,V (z,y,2) € R3 y
ademéds 22 + 2 + 22 =0<=2=y=2=0.
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2. w(z,y,2) = 22 +y? — 22 es indefinida ya que, por ejemplo, w(1,0,0) =1 > 0y w(0,0,1) =
—1 < 0. Ademsés es no degenerada ya que

1 0 O T
w(z,y,2) = (z,9,2) [ 0 1 0 y | =a'Ax,
0 0 -1 z

con |A|=—-1#0.

Sin embargo, en general es dificil determinar la clasificacién de w si aparecen “términos
cruzados”. Por ejemplo, la forma cuadratica

w(xy, x9,x3) = 21}% + 31’% + :c% —4rix9 + 20123 — 2T91T3
es definida positiva, pero no es inmediato deducirlo a simple vista.

Uso de la diagonalizacién ortogonal.

Sea A € M, xn(R) una matriz simétrica. Recordemos que A es ortogonalmente diagonali-
zable, es decir, existen dos matrices P, D € M,,»,(R) tales que D es diagonal, P es ortogonal y
A= PDP!.

Sea z € R". Entonces:

w(z) = 2'Ax = ' PDP'x = (P'z)' D(P'z).

Si denotamos y = P'z entonces la forma cuadratica se escribe en la nueva variable como

n
w(y) =y'Dy=>_ \iy?,
=1

donde y = (y1,Y2,---,Yn) ¥ A1, A2, . .., Ay son los autovalores de A contados con su multiplicidad.
De aqui se deduce el siguiente resultado:
Teorema 6.3 Sea A € M, »,(R) una matriz simétrica. Entonces:

1. A es definida positiva si y sdlo si A >0,V € Sp(A).

2. A es definida negativa si y sélo si A <0,V € Sp(A).

3. A es semidefinida positiva si y solo si A >0,V € Sp(A).
4. A es semidefinida negativa si y solo si A <0,V e Sp(A).
5. En cualquier otro caso, A es indefinida.
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Ejemplo:
La matriz

A=

— =N
— N =
O =

es definida positiva ya que Sp(A) = {1,4}, con m.a. (1) = 2, m.a. (4) = 1.

Uso de los menores principales.
Las formas cuadraticas no degeneradas se pueden clasificar analizando el signo de los me-
nores principales de la matriz.

Teorema 6.4 Sea A € M, x,(R) una matriz simétrica. Las siguientes afirmaciones son equi-
valentes:

1. A es definida positiva.
2. Todos los autovalores de A son estrictamente positivos.

3. Todos los menores diagonales principales de A son mayores que cero.

Ejemplo: Consideremos la forma cuadratica w : R® — R definida por w(z) = 2! Az, donde

2 =2 1
A=| -2 3 -1
1 -1 1
Los menores principales de A son:
A1=2>0
2 =2
Ro=| 5 4|=2>0
2 =2 1
Az3=| -2 3 —-1|=1>0.
1 -1 1

Como todos son positivos, A es definida positiva.

El resultado anterior se puede aplicar también a matrices definidas negativas, teniendo en
cuenta que A es definida negativa si y sélo si B = — A es definida positiva y que si Ay € Mk (R)
entonces det(—Ay) = (—1)* det(A). De este modo se obtiene el siguiente resultado:

Proposicién 6.5 Sea A € M xn(R) una matriz simétrica. A es definida negativa si y solo si
los menores diagonales principales de orden impar son menores que cero y los de orden par son
mayores que cero.

El uso de los menores pricipales se puede resumir en el siguiente resultado:
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Teorema 6.5 Si |A| # 0 entonces la forma cuadrdtica w(x) = ' Az es no degenerada y sdlo
puede ser definida positiva, definida negativa o indefinida. En este caso, la clasificacion se puede
hacer usando los menores principales:

(a) Si todos los menores principales de A son positivos entonces w es definida positiva.

(b) Si los menores principales de orden impar son negativos y los de orden par son positivos
entonces w es definida negativa.

(¢) En cualquier otro caso, w es indefinida.

Ejemplo: Consideremos la matriz

0
A= 1
1

_ 0 -

1
1
0

Como |A| =2 # 0, estamos en el caso no degenerado y sélo puede ser definida positiva, definida
negativa o indefinida. Como el primer menor principal es A; = 0, A no puede ser definida
positiva ni definida negativa. En consecuencia, A es indefinida. (Alternativamente, se puede
comprobar que Sp(A4) = {—1,2}, con m.a.(—1) =2, m.a. (2) = 1.)

Otras observaciones ttiles.

En el caso degenerado (|A| = 0) la forma cuadrética w(z) = ' Az sélo puede ser indefinida
o semidefinida, pero en este caso la clasificacién no se puede deducir de los menores principales y
en general hay que recurrir al cdlculo de autovalores. Sin embargo, el siguiente resultado permite
resolver de forma inmediata algunas situaciones.

Proposicién 6.6 Sea A = (a;j) € Myxn(R) una matriz simétrica y sea w : R* — R la forma
cuadrdtica definida por w(z) = vt Az, Vr € R".
Si B ={e1,e2,...,en} es la base candnica de R™ entonces w(e;) = aii, Vi =1,2,...,n.

Esta proposiciéon permite llegar a ciertas conclusiones sin mas que observar los elementos
diagonales de A. En particular:

Corolario 6.1 Sea A = (a;;) € Mypxn(R) una matriz simétrica y sea w : R" — R la forma
cuadrdtica definida por w(x) = x'Ax, V2 € R™.
Si existen i, ] tales que a; > 0, aj; < 0 entonces necesariamente w es indefinida.

Ejemplo: Consideremos la matriz

1 -1 1
A=| -1 -1 1
1 1 -1

Como |A| = 0, estamos en el caso degenerado y sélo puede ser semidefinida o indefinida. Ahora
bien, como a1; =1 > 0, ass = —1 < 0, podemos concluir que A es indefinida.
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6.7 Minimos cuadrados. Ajuste.

Consideremos un sistema de ecuaciones lineales Az = b, donde A € M «,(R) y b € RP. Recor-
demos que la imagen de A es

Im(A) ={Az/x € R"} C RP.

La compatibilidad del sistema Ax = b se caracteriza en términos del subespacio Im (A) de
forma sencilla.

Proposicién 6.7 El sistema Ax = b es compatible si y sélo si b € Im (A).

Demostracién.
Az = b es compatible <= Jzx € R" / Az =b<= b€ Im(A). 0

En el caso de que el sistema sea incompatible, buscaremos una “solucién aproximada”. Una
posibilidad es determinar el vector y € Im (A) cuya distancia al término independiente b sea la
menor posible. Los vectores x € R™ tales que Az = y serdn lo que llamaremos soluciones del
sistema Ax = b en el sentido de minimos cuadrados. Asi, se tiene la siguiente definicién:

Definicién 6.9 Sean A € Mpxn(R) y b € RP. Se dice que z9 € R" es una solucién en el
sentido de minimos cuadrados del sistema Ax = b si se verifica:

||[Azo — b|| = min{||Azx — b|| /z € R"}.
Recordemos que la distancia minima de b a Im (A) es la distancia de b a la proyeccién
ortogonal de b sobre Im (A) y por tanto xg es una solucién de Ax = b en el sentido de minimos

cuadrados si y sélo si v = Axg — b es ortogonal al subespacio Im(A). Esto permite probar el
siguiente resultado:

Teorema 6.6 Sean A € My, (R) y b € RP. Un wvector zg es una solucidn en el sentido de
minimos cuadrados de Ax = b si y solo si

At Azg = A'b.
Demostracién. El vector xg es solucién de minimos cuadrados de Ax = b si y sélo si (Axg — b)
es ortogonal a Im (A), es decir:
(Az, Azg —b) =0, Yz € R",
lo que equivale a
0 = (Az) (Azg — b) = 2" A'(Axg — b) = (x, AY(Azg — b)), Vo € R™.

Esto sélo es posible si A'(Azg — b) = 0, es decir, A Azg = Ab. O
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Definicién 6.10 El sistema de ecuaciones lineales A'Ax = A'b cuyas soluciones son las so-
luciones en el sentido de minimos cuadrados del sistema Ax = b se conoce con el nombre de
sistema de ecuaciones normales del sistema Ax = b.

El siguiente resultado es una consecuencia de que en R™ siempre es posible calcular la
proyeccién ortogonal de un vector v sobre un subespacio U. Ademds, si v € U entonces la
proyeccién ortogonal es el propio v.

Teorema 6.7 Sean A € My, (R) y b € RP. El sistema de ecuaciones lineales A'Ax = A'b es
un sistema compatible. Ademds:

(1) Si Az = b es compatible entonces el conjunto de soluciones de A'Ax = A'b coincide con
el conjunto de soluciones de Ax = b.

(2) Si Ax = b es incompatible entonces el conjunto de soluciones de A'Ax = A'b coincide con

el conjunto de soluciones de Ax = b en el sentido de minimos cuadrados.

Ajuste polinémico de datos mediante minimos cuadrados.

Supongamos que se calcula experimentalmente el valor de una cierta cantidad y que se
supone que es funcién polinémica de otra cantidad x:

y = p(x) = ag + a1z + agx® + - + apa™.

Si se realizan k experimentos en los que se obtienen las mediciones y1, yo, ..., yr para los datos
de entrada respectivos xy,xo, ..., xy, los coeficientes del polinomio p(x) vendrian dados por las
soluciones del sistema de ecuaciones lineales

Y1 = ag+a1wy +agxi 4 -+ apaf
Y2 = ao+a1®y+ agx3 4 - + anay
Ye = Qo +G1xk+a2$% + -+ anTl,
0, en forma matricial,
2 ao
1z 27 -+ 2t Y1
1 2 n ai
Ty Ty o Xy Y2
. a2 - .
1 z, 22 - v :
k k a Yk
n D
A b

Si el sistema Az = b es compatible entonces la grafica del polinomio cuyos coeficientes son
la solucidn del sistema pasa por todos los puntos (z1,y1), (z2,92), ..., (g, Yx). Si no es compati-
ble, la solucién del sistema de ecuaciones normales A* Az = A'b proporciona los coeficientes del
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polinomio de grado n que mejor ajusta los datos en el sentido de minimos cuadrados.

Observacién: Si el polinomio p(z) que buscamos es de grado 1 se dice que el ajuste es lineal. Si
p(x) es de grado 2, se dice que el ajuste es cuadrdtico.

Ejemplo: Encontrar la recta y la parabola de ajuste en el sentido de minimos cuadrados para los
siguientes datos:

z|-2 -1 1 2
y| 3 115

La recta tiene la forma y = ag + a1z, de modo que buscamos la solucién de minimos cuadrados
del sistema

1 -2 3
1 -1 ap \ 1
1 1 ar ) |1
1 2 5
Denotando por
1 -2 3
1 -1 1
A= 1 1 » b= 11’
1 2 5

el sistema de ecuaciones normales A*Ax = Atb es

(o n)(a)-(7)

Por tanto, ag = 5/2, a1 =2/5 y larectaes y = 3 %x

Figura 6.1: Aproximaciones lineal y cuadratica de los datos.

Si ahora buscamos la pardbola y = ag + a1z + asx? que ajusta mejor estos datos en el
sentido de minimos cuadrados, planteamos el sistema

1 -2 4 3
1 -1 1 wN [
1 11 “1=1 1
1 2 4 @2 5
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El sistema de ecuaciones normales es

4 0 10 ap 10
0 10 0 ap | =1 4 |,
10 0 34 as 34

y tiene como solucién (ag, a1, a2) = (0,2/5,1). En consecuencia, la ecuacién de la pardbola de
ajuste es

2
y:a0+a1ﬂc+a2:ﬂ2:g:c+x2.

En la figura 6.1 se representan los puntos y las aproximaciones lineal y cuadratica. Se observa
que ésta ultima es mucho mas precisa.
6.8 Descomposicion en valores singulares.

Sea A € My, (R). Entonces A'A € M,,x,(R) es una matriz simétrica. En particular, todos los
autovalores de A'A son reales. Ademds son no negativos:

Proposicién 6.8 Todos los autovalores de A'A son mayores o iquales que cero.
Demostracién. Sea A € Sp(A'A) y & un autovector asociado. Entonces:

A 2
|mﬂﬁzM%Am:xmmx:mﬁzAmwsz:%7!za
X

O

Definicién 6.11 Sean A € My, (R). Se llaman valores singulares de A a las raices cua-
dradas positivas de A'A, es decir, si Sp(A'A) = {\1,..., \n} entonces los valores singula-
res de A son V/Ai,...,\/An. Se suelen denotar oi,...,0, y se ordenan de tal forma que
o1 2032 20p20.

Ejemplo: Calcular los valores singulares de

0 1
1 10
A= B 1 9 € M4><3(R).
-1 2
01 -1 1 ? ? é 3 -10
AlA=(01 1 -1 1 1o |=( -1 30
1o 2 2 L 1 o 0 09
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Los autovalores de A*A son 2, 4 y 9, de modo que los valores singulares de A son
o1 = V9 =3
o9 = Va=2
o3 = V2.

Una de las principales aplicaciones de los valores singulares es que permiten obtener una
descomposicién de A como suma de r matrices de rango 1, donde r = rg (A).

Teorema 6.8 Descomposicién en valores singulares. Sea A € My, (R) conrg(A)=ry
valores singulares no nulos o1 > o9 > --- > g, > 0. Entonces existen dos matrices ortogonales
U € Mpxp(R), V € Mpsn(R) y una matriz ¥ € Mpxn(R) tales que A =UXV?, donde

o 0 - 0
D 0 0 09 “ e O
Y= ,con D= . L . € My, (R).
010 : : P
0 0 - o
Ejemplo:
En el ejemplo anterior,
3 0 0
02 0
*=1 00 2
00 O

Observacién: El rango de A coincide con el nimero de valores singulares no nulos de A (contados
con su multiplicidad).

Podemos obtener una expresion extendida de la descomposiciéon en valores singulares de
modo similar al que utilizamos para definir la descomposicién espectral de una matriz simétrica:

Teorema 6.9 Sea A = UXV! una descomposicion en valores singulares de una matriz A de
rango r. St Ui, U, ..., U Y V1, V9,...,0. son las r primeras columnas de U y V respectivamente
entonces

A=UXV!= olulvﬁ + 0'211,2125 +- 4+ orurvf,.

Definicion 6.12 Sea A = 01u1v§+02uw§—|—- . -+0Turvﬁ la descomposicion en valores singulares
de una matriz A de rango r. Si k es cualquier nimero entero positivo menor que r, se llama
aproximacion de rango k de A a la matriz Ay que se obtiene sumando los k primeros términos
de la expresion anterior, es decir,

A = alulvf + O'QUQUS —+ -+ Ukuk’l)]tg.
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De entre todas las matrices de rango k que tienen el mismo tamano que A, la matriz Ay es
la que més se parece a A en cierto sentido. Concretamente, se puede definir una norma en el
espacio de matrices M, (R) del siguiente modo:

|Al| = o1 = max{o1,09,...,0,}.

Es decir, la norma de A es el mayor de sus valores singulares. Dicha norma se llama norma
espectral de A.

Se puede probar que [|[A — Ag|| = 011 = min{||A — B|| /B € Mpxn(R), rg(B) = k}.

La descomposicién en valores singulares de una matriz A se suele llamar SVD(A) (las
iniciales de la traduccién al inglés “singular value decomposition”).

A continuacién se describe el método para calcular tanto la SVD de A como sus aproxima-
ciones de rango k para cada k < r.

Caélculo de la SVD y la aproximacién de rango k.

Sea A € Mpyn(R) con rg(A) =r.

(1) Los vectores vy, va,...,v, se obtienen calculando bases ortonormales de los subespacios
propios asociados a los autovalores no nulos de A?A, ordenados de mayor a menor.

2) Denotemos V = (vi|va]| - |v, U = (ui|usg| - |u,). Como A = ULV, se deduce que
(2) (vilvg] -+ - |vn) ¥ (urug| - - |up) ; q

AV = U¥ y por tanto Av; = ou;, Vi = 1,2,...,r. En consecuencia, las primeras r
columnas de U se obtienen directamente de las de V' mediante las férmulas

1
w=—Av;, Vi=1,2,...,r.
0

(3) Una vez que hemos calculado las r primeras columnas de U y V', podemos obtener la SVD
de A y sus aproximaciones de rango k:

op 0 -~ 0 vl

0 o2 --- 0 vh . . .

A = (up|usg]| ... |uy) ) = 01U1V] + O2UVy + - - + OpUyUy
0 0 oy vt
0'1 0 ... 0 ’Ui
0 o2 --- O vh

t ¢ ¢

A = (uplug] ... |ug) o1uiv] + o2ugvy + - - - + TRURY,
7
0 O OR vy,
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Ejemplo: Calcular una descomposicién en valores singulares de la matriz

0 01
1 1 0
A= 1 1 9 € M4><3(]R)
1 -1 2
y su aproximacion de rango dos As.
Ya hemos calculado las matrices A'A y X
3 -1 0 R
t = — =
pe(se) e lhn
00 O

Por tanto, rg (A) = 3 y los vectores vy, v, v3 se obtienen calculando una base ortonormal
de cada uno de los subespacios propios de A*A. Dado que

V(9) = Ker (A'A — 9I) =< {(0,0,1)} >,
V(4) = Ker (A'A — 4I) =< {(1,-1,0)} >,
V(2) = Ker (A'A — 2I) =< {(1,1,0)} >,
se obtiene sin més que dividir cada vector por su norma que B; = {(0,0,1)} es una base ortonor-

mal de V(9), Ba = {(1/v/2,—1/4/2,0)} es una base ortonormal de V' (4) y B3 = {(1/+/2,1/v/2,0)}
es una base ortonormal de V' (2).

Por tanto,
0 1/vV2 1/v2
V=(ululs)=| 0 -1/v2 1/v2
1 0 0
Los vectores u1, uz y usz se calculan directamente:
0 01 0 1/3
UL = iAfu —1 1 1o 0 = 0 :
YT T -1 1 2 . 2/3 |
1 -1 2 2/3
0 01 1/\/§ 0
_ iAU — 1 1 10 _1/\/§ _ 0 .
U= 5T ~1 1 2 A B S YV
1 -1 2 1/V2
0 01 1/\/5 0
U iAfu = i 1 1o 1/\/§ = 1
ST T A -1 12 0 | o
1 -1 2 0
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La descomposicién en valores singulares de A es A = 3ujv} + 2ugvl + V2 u3vh.

La aproximacién de rango 2 de A se obtiene tomando los dos primeros sumandos en la
expresién anterior:

2/3
2/3 1/v2
0 0

0 0
-1 1
1 -1

0

e}

1/3 0
0
Ay = 3uyvt + 2ugvb =3 (0,0,1) _1e (1/V2,-1/v/2,0) =
0
0
1
~1

\
cooo
cooo
DN O =

|

—
cooo

\
DN O =

1
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