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Definicién
Se llama Transformada de Laplace de la funcién f(t), t > 0, a la funcién

L)} = F(s) = / T et

siempre y cuando la funcién esté definida.

Ejemplo. Sea f(t) = e, entonces
oo

oo
1
L{f(t)} = L{e"} = / e Stettdt = — @)t
0 a—s 0
Por tanto,

sia>s = (e —e") =00 = HL{e"}

a— s

(e gy —L_ 1
a—s a—s S—a

sia<s=

Es decir, )
at __
Zle }_7s—a / s>a.
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Definicion

Sea F(s) = . Z{f(t)}, llamaremos Transformada Inversa de Laplace,

LHF(s)} = f(t).

Observacién

La transformada de Laplace es una herramienta que permite resolver problemas de
valor inicial de manera mas sencilla. La idea es reemplazar un problema de valor
inicial en el dominio del tiempo ¢ por una ecuacién algebraica en el dominio de s
(la frecuencia en andlisis de circuitos).
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Algunas transformadas:

f@ 2y =F@s) || f) | ZL{f()} =F(s)

et p— k H

t % " S:fi
sen(at) rar cos(at) Trar
senh(at) i cosh(at) —a?

w3

Sk
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Sean Z{f(t)} = F(s), L{g(t)} = G(s) y o, B € R. Entonces,
Linealidad

L{af(t) +Bg(t)} = aZ{f(t)} + BL{g(t)}
L~ HaF(s) + BG(s)} = a7 HF(s)} + L 7HG(s)}

Primera Traslacion

L{e*f(t)} = F(s —a)
LHF(s —a)} =e”f(t)

Segunda Traslacién

g<t>—{ ft=a) t>a ) = cer(s)

0, t<a
£ e F(s)} = { g’(t = bt
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Cambio de escala

Z{f(at)} = 3F (3)

L HF(as)} = 31 (3)

Transformada de las derivadas

Z{f'(t)} = sF(s) — f(0)
Z{f"(t)} = s>F(s) — sf(0) - f'(0)

f{f.("(t)} = s"F(s) = s" 1 f(0) — ... — sf"72(0) — F"7(0)

LU ()} = (~1)"F @ (s)
LYFO(s)} = (~1)"n £(2)
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Transformada de las integrales

f{fo r)dz} = F(S

L7HED) = [§ f(a)de

g{%t)} = [ F(z)dz, siempre que 3 lim;_,o f( )

L[> F(z) de} = £8

Teorema de Convolucién
L1y f(x)g(t — x) dz} = F(s)G(s)

L HF(s)G(s)} = fo g(t —x)dx
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1 3547
Ejemplo. Calcular £~ '{ 5

En primer lugar, se hace la descomposicién en fracciones simples:

3s+7 A B A+B=3

= =
§2—-25—3 s+1+3—3 -3A+B=7

Aplicando las propiedades de linealidad:

35+ 7

D B e

s—|—1 -3

=

_ 1 -1 _ ot 3t
=- {S+1}+4.$ {3—3} e ' +4e
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Ejemplo. Calcular £ {e%t?}

Puede plantearse de dos formas:

o Partiendo de que .Z{t?} = & = 2% = F(s), utilizando la primera traslacién
se obtiene

2
g 3tt2 — F _ 3 = =
{6 } (8 ) (S — 3)3
e Por otra parte, partiendo de Z{e*} = L2 = F(s), y teniendo en cuenta
que
-1 2
F/ _ F// —

se concluye que

L{} = (-1)°F"(s) =



on  Propil de la
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Ejemplo. Calcular f{%}

Como lim;_,¢ = ( ) — l{m,_, Osl(t =1, se tiene que
sen(t) i 1
X{T}: F(z)dz, con F(s)=2{f(t)} = Z{sen(t)} = o
Entonces,
sen( ) < dr * o _ 1
L{—*>r = /9 o arctan(z) T3 — arctan(s) = arctan <S)

Ejemplo. Hallar Z{h(t)}, siendo h(t) = fot sen(2zx) cos(t — x) dx

Z{h(b)} = L{sen(26)}.L{cos(t)} = 322+ e Eh n 5‘(:2 .y
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Delta de Dirac

Se llama Delta de Dirac, 6(¢), al limite lir% fe(t), donde
e—

1
- si0<t<e
fé(t): ¢

0 sit>e€

En algunos textos se conoce como “funcién” impulso (sefial de amplitud infinita y
duracién cero), pero no es una funcién sino una distribucién que verifica:

/Oo d(t—a)f(t)dt = f(a) si f es continuaya>0 ’
0

Utilizando esa propiedad, se prueba que la transformada de Laplace de 46(t) es:

2{5t)} =1 J

Ademds, la “primitiva” de la Delta de Dirac es la funcién escalén.
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Aplicacién a la resolucién de EDOs

Sea una EDO de segundo orden lineal con coeficientes constantes
aoy” + a1y’ +azy = f(t), ao#0
Aplicando la Transformada de Laplace a ambos lados, se convierte la EDO en una

ecuacién algebraica, cuya solucién viene dada por Z{y(t)} = ys, de forma que la
solucién de la ecuacién diferencial serd y(t) = £~ *{ys}

Ejemplo. Halla la solucién del problema de valor inicial:
y'+y=t y0)=1, y(0)=-2
Ly +y} = 2{ty = LY+ L{yy = 2{t} = Py —sy(0)—y' (0) +ys = —

14+s%(s—2) A Bs+C

s2(s2+1) TR

1 S 3
A=1 B=1 C=-3 = =gt E-
eon ’ ’ 4 Jr32—|—1 s24+1

1 ) 1
SYs—sH24ys = 5 = Us(sP+1) = F+(s-2) =

y(t)zf_l{é}'i- 7Y 2+1} SZat 2+1}:t+cos(t)—3sen(t)



o
o

des de la Tra a de Laplace La funcién Delta de Dirac Aplicacién a las i Dif i Observaci sobre la notz

Ejemplo. Halla la solucién del problema de valor inicial:

Y’ +y=cos(t), y(0)=0, 3(0)=1

2"y + 2l = L{eosO)) = 5Py —sy(0) =y (0) 4y, = o =
(S2+1)_1_i:> _32+S+1_AS+B+CS+D
" R y87(32+1)27s2+1 (s2 1+ 1)

S
_|_
2417 (s24 1)

_ t
s2 + 1} +Z {( )2} sen(t) + §sen(t)

conA=0,B=1,C=1, D=0=y, =

y(t) =2
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Ejemplo. Halla la solucién del problema de valor inicial:

Y — 4y +4y =t3e*, y(0)=0, y'(0)=0

Ly —AL{y'} +4L{y) = L{tPe ) =

52y, — sy(0) — 4/ (0) — dsys + dy(0) + dy, = (83'2)4
_ 6 _ 6
P —45+4) - (s —)°

y(t) =71 { 6} toe

(8)
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Observaciones sobre la notacién

En la asignatura Andlisis de circuitos lineales, entre otras, se habla de la funcién
escalén unidad w(t) definida por :

1, sit>0
“(t)_{ 0 sit<0

En nuestra notacién, como nos restringimos a funciones definidas en el intervalo
[0,00), se corresponde con la funcién constante 1y, por tanto, no aparece escrita
explicitamente. Por ejemplo, para t > 0, ku(t) =k,1=k.

Puede probarse que la “derivada” de la funcién escalén u(t) es la Delta de Dirac
ot) .

En cuanto al estudio de las fracciones simples cuando intervienen raices complejas
conjugadas, es decir, de la forma:

 As+B As+ B _ a B
S e e R )l e 7)) R R Ty M )
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debe tenerse en cuenta que:

A Aa+ B . A Aa+ B B

“=3 5w o P=3 2

Aa+ B

: A . . .
Si denotamos vy = — yn = , es decir, a = 7y 4+ nj, se tiene que la

transformada inversa de Laplace del término es:

Aa+ B

L7HF(s)} = Ae cos(bt) + Te“t sen(bt) = 2e(y cos(bt) — nsen(bt))

Si tenemos en cuenta que |a| = /7% 4+ 12, y elegimos 6 tal que:

~y
cos(0) = Tl

la transformada inversa anterior puede escribirse también como:

sen(0) I

el

L7HF(s)} = 2|ale cos(bt + 0)
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Ejercicios propuestos

@ Halla las Transformadas de Laplace de las siguientes funciones:
f@&)=t+6t-3
f(t) =3e™* + %cos(5t) + §t3 +8

(t) !
sen(?
1ty ==
@ Halla las siguientes Transformadas Inversas de Laplace:
1 —
{52 + 65 + 13}
1 —
{ 4 +20}

© Usando la Transformada de Laplace, resuelve
y" =2y +5y=—-8"", y(0)=2, y'(0)=12
y"” — 6y + 13y = 2 cos(2t), y(0)=1, 3 (0)=1
y' —y=de' —2e7", y(0)=1, y'(0)=4
y' -2y =1, y(0)=2, y(0)=1

Q Sea F(s) = ﬁ Calcula £~ {F(s)} y deduce £~ {F®(s)}

utilizando propiedades de la transformada de Laplace.
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