Lino Alvarez - Aurea Martinez CALCULO 11

Calculo integral de funciones
de una variable

1 La integral de Riemann
Sea f :[a,b] C R — R una funcién acotada en [a, b].

Definicién 1 .- Una particion P = {tg,t1,...,t,} del inter-
valo [a,b] es una sucesion finita creciente de puntos del inter-
valo tal que:

a=ty<t1 <---<th,.1<t,=0b

Se define At; =t;—t;_1 parat=1,...,n. El conjunto de todas
las particiones de [a,b] se denota Pla,b].

Definicién 2 .- 57 se denotan, parai=1,...,n:
M; =sup{f(z) : © € [t;_1,t;]}

m; =inf{f(z) : = € [t;_1, ]}

se define la suma superior de f relativa a la particion P:
n
U(f,P) =) M;At;
i=1
y la suma inferior de [ relativa a la particion P:

1=1
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Definicion 3 .- Se define la integral superior de Riemann de

f enla,b]:

)
/f:inf{U(f,P) . P € Pla,b]}

y la integral inferior de Riemann de f en [a,b]:

/ f =sup{L(f,P) : P € Pla,b]}

Teorema 1 .- o
b b
[r=]1

Definicién 4 .- Se dice que f es Riemann integrable en [a, b]
(y se denota f € R([a,b])) si y solo si se da la igualdad:

lf—ff-

A este valor se le denomina la integral de Riemann de f en
la,b], y se denota:
b b
/ f= / f(x)dx

Teorema 2 .- f € R([a,b]) siy solo si se satisface la condicion
de Cauchy-Riemann en [a,b], esto es,

Ve >0, AP € Pla,b] tal que U(f,P)— L(f,P) <e



2 Propiedades

Principales propiedades de la integral de Riemann:

1. f € R([a,b]), c € (a,b) & feR(a,c])y feR(cb].

Ademas, . ,
[i=[s+]1
2. f,9 € R([a,b]) = f+ g€ R(a,b]). Ademas,
[va=[r+[s
3. f€R(la,b]), A€ R = Af € R([a,b]). Ademas,
o]
b b
L fg € R(ab). fle) <gla), Voclat) = [ 1< [
5. f € R(la,b]) = |f| € R(|a,b]). Ademas,

/ / i

6. f,9 € R(la,b]) = fg€ R([a,b]).

7. f,9 € R([a,b]), |g(x)] > ¢ > 0, Vx € [a,b] =
R([a,b]).

Q |



3 Funciones Riemann integrables

Teorema 3 .- Toda funcion f : [a,b] C R — R mondtona y
acotada en [a,b] es Riemann integrable en |a,b].

Teorema 4 .- Toda funcién f : [a,b] C R — R continua en
la,b] (salvo, a lo sumo, en un conjunto de contenido cero, por
ejemplo, un conjunto finito de puntos o una Sucesion conver-
gente) y acotada es Riemann integrable en [a,b].

Corolario 1 .- Sean dos funciones f, g : [a,b] C R — R tales
que el conjunto de puntos donde ambas son distintas

A={zelab] : flz)#g(x)}

tiene contenido cero. FEntonces, f es Riemann integrable en
[a,b] siy sdlo si g también lo es. Ademds, en este caso,

[1=[s

4 Teoremas fundamentales del Calculo Inte-
gral

Teorema 5 (Primer Teorema Fundamental del Cdlculo Inte-

gral) .- Sea f acotada y Riemann integrable en [a,b]. Entonces:
(a) La funcion F : [a,b] C R — R definida por:

Fla) = / oy

es continua en [a, b].



(b) St ademds f es continua en xy € [a,b], se tiene que F' es
deriwable en xq, y verifica:

F' () = [ (o)

Definicién 5 .- Dada f : [a,0] C R — R, se dice que una
funcion F : [a,b] C R — R derivable en [a,b] es una primitiva
de f en [a,b] siy solo si

F'(z) = f(x), V€ la,b]

Si F es una primitiva de f en [a,b], y le sumamos una cons-
tante ¢ € R, la funcion resultante F' + ¢ también es una primi-
tiva de f en [a,b]. Se denomina integral indefinida de f al

conjunto de todas sus primitivas, y se suele denotar / f(x)dx.

Corolario 2 .- Sean f € R(|a,b]), g,h : [a,b] — [a,b] deriva-
bles en |a,b]. Entonces:
(a) La funcion F : [a,b] C R — R definida por:

h(x)
Fla) = /( i

es continua en [a, b].
(b) Si ademds f es continua en xy € [a,b], se tiene que F' es
deriwable en xq, y verifica:

F'(x) = f(h(w0)) W' (o) — f(g(20)) g’ (o)

Teorema 6 (Teorema del Valor Medio del Cdlculo Integral) .-
Sea f € R([a,b]) y acotada, donde:

m = inf{f(x) : = € [a,b]}
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M = sup{f(z) : = € [a,b]}
b
Entonces 3c € [m, M| tal que / f=clb—a).

Si ademds [ es continua en [a,b], se tiene que Jxy € [a, b

b
tal que/ f=f(zo)(b—a).

Teorema 7 (Segundo Teorema Fundamental del Cdlculo In-
tegral. Regla de Barrow) .- Sea f € R(|a,b]) y sea F una
primitiva de f en |a,b]. Entonces:

/fuwxzﬂw—F@

Teorema 8 (Integracién por partes) .- Sean f,g € C'([a,b]).
Entonces:

b b
/fmﬂ@m:m@mm—/fmm@m

Observacion 1 .- Para en caso de integrales indefinidas se
tiene:

/}mmmmmzﬂ@am—/fmmuwm

0, en una escritura equivalente mas habitual,

/udv:uv—/vdu



Teorema 9 (Integracion por cambio de variable) .- Sean f €
R([a,b]), g:[c,d] CR — R tal que g € C([e,d]) y g([c,d]) C
la,b]. Entonces, si f € C(g([c,d])) o bien ¢'(x) # 0, Va € [c, d],
se tiene que:

d g(d)
) d (x) dr = d
/C F(9(2)) ¢/ (2) /g@ F(t) di

(Se dice que se ha realizado el cambio de variable t = g(x).)

5 Integrales impropias

Definicion 6 .- Se denomina integral impropia de primera es-
pecie a la integral de una funcion f acotada en un intervalo

00 b o0
I C R no acotado, esto es, / f, / f, / f.

Definicién 7 .- Sea f : [a,00) C R — R, f acotada, f €
R([a,t]), Yt > a. Se define la integral impropia de primera
especie de [ en [a,00) como:

/aoo f(@) dz = lim /atf(:z:) da

t—0o0

(a) Si este limite existe y es finito, la integral impropia se
dice convergente.

(b) Si existe, pero no es finito, se dice divergente.

(¢) Si el limite no existe, se dice oscilante.

Definicion 8 .- Se denomina integral impropia de sequnda es-
pecie a la integral de una funcion f no acotada en un intervalo
acotado I = [a, b].



Definiciéon 9 .- Sea f : [a,b) C R — R tal que ling{ f(z) =

+oo, f € R([a,t]), Vt € (a,b). Se define la integral impropia
de sequnda especie de f en |a,b] como:

/abf(x) dx = }iﬁ?— /atf(x) dx

(a) Si este limite existe y es finito, la integral impropia se
dice convergente.

(b) Si existe, pero no es finito, se dice divergente.

(c) Si el limite no existe, se dice oscilante.



