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Introduccion

En estas notas tedricas se presenta una introduccién al Método de Elementos Finitos (MEF)
e intentan servir de puente entre los contenidos que se desarrollardan durante este curso de
Extension Universitaria y la bibliografia que se ha anadido a cada capitulo. Para su lectura
s6lo se requieren conocimientos basicos de matematicas, si bien la comprensién de algunos
de los contenidos aqui expuestos requieren conocimientos mas avanzados de andlisis funcio-
nal y de analisis numérico. Se intenta ofrecer la posibilidad de conocer a grandes rasgos el
método a través de las clases y de una lectura rdapida de esta notas, asi como mantener el
rigor necesario para aquellos que deseen profundizar en este tema.

El método de elementos finitos permite llevar a cabo la simulacién numérica de fenémenos
fisicos que aparecen en el ambito de la ingenieria y de las ciencias aplicadas. Con este cur-
so, de cuya documentacién forman parte estas notas, se pretende acercar al lector a la
formulacién matematica de esos problemas mediante ecuaciones en derivadas parciales, al
mismo tiempo que se presentan las propiedades bésicas que se deben conocer de este método
numérico a la hora de su utilizacion, en general a través de un paquete de software, en la
resolucion efectiva de un problema concreto.

La estructura que presentan estas notas, que se complementaran con las fotocopias de
las transparencias de clase, los guiones de précticas e informacion sobre otros codigos, es
la siguiente: el primer capitulo contiene la obtencion de los modelos matematicos para los
tres tipos de problemas tratados en el curso: problema en transmisién de calor, problema
en mecanica de sélidos y problema en dinamica de fluidos. En el capitulo 2 se fundamenta
y describe el MEF empezando con un problema sencillo monodimensional, en el que resulta
facil ver propiedades y obtener estimaciones de error. Los capitulos 3 y 4 tratan los problemas
de transmisién de calor en dimension superior, incluyendo problemas estacionarios, evolutivos
y no lineales. El capitulo 5 se dedica integramente a problemas en mecanica de sélidos y el
ultimo capitulo introduce el MEF para dinamica de fluidos.
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1. Modelos matematicos en problemas
de transmision de calor, mecanica de
solidos y dinamica de fluidos

En este tema se presenta la formulacién matematica de problemas tipo en los tres campos
de aplicacién del método de elementos finitos que seran abordados en el curso. La finalidad
de esta presentacién es, por un lado, recordar el modo de describir estos problemas para
poder abordar su resolucién numérica y, por otro, observar las grandes semejanzas entre
las correspondientes formulaciones. Precisamente estas semejanzas permitiran afrontar la
resolucién numeérica de dichos problemas mediante una formulaciéon comun del método de
elementos finitos (aun cuando los esquemas eficientes de resolucién si contengan algunas
particularidades, especialmente en el caso de la resoluciéon de problemas en dinamica de
fluidos).

En cada caso, se verd cémo llevar la formulacion de los correspondientes problemas a una
ecuacion en derivadas parciales -o un sistema de ecuaciones en derivadas parciales en el caso
de las ecuaciones de la mecanica de sélidos o de fluidos- que represente el comportamiento
interno del sistema) y una serie de condiciones de contorno que describan la interaccién
del sistema con su entorno. En los problemas evolutivos serd preciso anador adem’as unas
condiciones iniciales que describan el estado del sistema en el momento en que se comienza
a analizar su comportamiento.

1.1 Problemas de Transmision de Calor

La formulacién matematica de los problemas de transmision de calor sobre un cierto recinto
(ocupado por un sélido o por un fluido) pasara por la deduccién de una ecuacién en derivadas
parciales que refleje el principio de conservacion de la energia sobre el correspondiente medio
continuo a la que se deberan anadir unas condiciones de contornos que tengan en cuenta el
intercambio de calor con el exterior a través de las fronteras del recinto en cuestion.

Adicionalmente, en el caso de los problemas evolutivos serd preciso incluir unas condiciones
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iniciales que describan el estado térmico inicial del recinto.

Principio de conservacion de la energia

La deduccion de la ecuacion en derivadas parciales que describe el reparto de temperaturas
en un cierto recinto (y su evolucién en el caso transitorio) pasa por formular sobre cada
dominio w incluido en el recinto un balance de energia, de acuerdo con el primer principio
de la termodinamica.

En primer lugar, la energia térmica contenida en el recinto w viene dada por:

/w pcp T dw (1)

donde p(T) representa la densidad del medio en el punto de coordenadas T, c,(T) el calor
especifico (a presién constante) en el punto de coordenadas T y T'(Z,t) la temperatura en el
instante ¢t en el punto de coordenadas T.

Por otro lado, si el flujo de calor en el instante ¢ en el punto de coordenadas T viene dado
por ¢(T,1), la energia térmica por unidad de tiempo que sale del recinto w serd

/awq*-ﬁds 2)

donde Ow representa la frontera del recinto w y 7 el vector unitario, con orientacién saliente,
sobre dicha frontera.

Finalmente, si se representa por f(T,t) la tasa neta de energia liberada por unidad de
volumen en el instante ¢ en el punto de coordenadas T (por ejemplo, si en el medio se produce
una reaccién exotérmica), la energia liberada por unidad de tiempo en todo el dominio w
sera

/ Fdw (3)

w

El principio de conservacion de energia asegura entonces que la variacién en el tiempo de la
entalpia contenida en el recinto w, dada por la ecuacién (1), ha de ser igual a la diferencia
entre la potencia neta liberada en el interior del dominio, dada por (3), y la potencia saliente
por la frontera de este dominio, obtenida mediante (2):

%/wpcpwa:/wfdw—/ 7 7dS (4)

La ecuacién anterior, que habra de verificarse sobre cada dominio w ocupado por un medio
continuo y contenido en el recinto donde se desea resolver el problema de transmisién de
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calor, puede llevarse a una forma ma&as manejable mediante la aplicacién del Teorema de
la divergencia o Teorema de Gauss. Este teorema asegura que para un campo vectorial F'
regular se tiene la siguiente igualdad

/ ﬁ-ﬁdS:/divﬁdw (5)
ow w
donde:
aivF=v./ =y 08
1V = . =
= Ox;

Asi, la aplicacién de este teorema al ltimo término de la ecuacién (4) lleva a una ecuacién:

/u)pcp%—Zdw:/u)fdw—[ddividw (6)

Ahora bien, si este balance ha de cumplirse para cualquier dominio w, entonces habréd de
tenerse

ar —
e +divg=f (7)
para cada valor de T y t.

La ecuacion en derivadas parciales (7), donde aparecen derivadas con respecto a la variable
temporal y a las tres coordenadas espaciales, se denomina Fcuacion del calor y consituird el
ingrediente esencial en la formulacién matematica de los problemas de transmisién de calor
de cara a su resoluciéon numérica.

De este modo, la resoluciéon de un determinado problema de transmision de calor consistira
en la bisqueda del campo de temperaturas, T'(7,t), y el campo de flujos de calor, ¢(Z, t),
sobre el recinto considerado. No obstante, estos dos campos no son independientes entre
si: el flujo de calor viene determinado, en cada punto, por el campo de temperaturas y las
propiedades del medio en ese punto.

El flujo de calor en el interior de un cierto medio se descompondra en las contribuciones de
distintos mecanismos de propagacién

(8)

2y
|
Ky
_l_
R
+
Ry

donde

d. representa el flujo de calor por conduccién

Ja representa el flujo de calor por arrastre material



8 Modelos matematicos en problemas ...

g» representa el flujo de calor por radiacion

Sin embargo, en un cierto problema no todos los mecanismos seran importantes. Asi, el flujo
por arrastre material sélo aparecera en los fluidos y el flujo por radiacién (que tampoco sera
importante en el interior de los cuerpos sélidos) sélo sera apreciable a temperaturas elevadas.

El flujo de calor por conduccion estd ligado al campo de temperaturas y a las propiedades
del material a través de la ley de Fourier que, para un medio isétropo, se escribe de la forma

g =—kVT (9)

donde k(Z,T) representa la conductividad térmica del medio.

Por otro lado, el flujo de calor debido al arrastre material vendra dado por

Ja = pCpﬁT (10)

donde ¥ representa la velocidad del fluido.

El flujo de calor por radiacién tiene una expresion notablemente mas complicada pues requie-
re establecer un balance entre potencia radiada y absorbida en cada punto, lo que incluye
una integracion en todas las posibles direcciones espaciales. El tratamiento numérico de
estos flujos es también mas complicado y no serd tratado en el marco de este curso.

Asi, las ecuaciones que rigen los problemas de trasmisién de calor en sélidos se escriben

pcp%—:: —div (kVT) = f (11)

en tanto que para un fluido con temperaturas moderadas (donde la radiacién no serd impor-
tante) se tendrd

pcp%—z — div (kVT) + div (pe,T7) = f (12)

En cada caso, dichas ecuaciones habran de verificarse sobre todo el recinto donde se desea
resolver el problema de transmisién de calor.

Condiciones de contorno

Las ecuaciones anteriores (ya sea (11) en el caso de sélidos o (12) en el caso de fluidos con
radiacion despreciable) no sirven, por si solas, para representar por completo el problema de
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transmision de calor. Es necesario describir el intercambio de calor que tiene lugar a través
de las paredes (reales o ficticias) del recinto.

En los problemas de transmisién de calor en un fluido sera preciso ademas describir la
velocidad de este fluido (que podria ademds estar influida por la propia temperatura a
través de las fuerzas de flotacién), lo que constituye el objeto de una préxima seccion.

En primer lugar, en el caso de sélidos, la condicion de contorno general en un punto de la
frontera con vector normal unitario exterior 77 se escribira de la forma

oT
—k— =h(T -1T, 13
=T -T.) (13
donde
. or o o
e ¢l término —k:a—, con o = VT - 11, representa el calor que llega, desde el interior,
n n

hasta la frontera del recinto

e ¢l término h(T — T,) representa el calor cedido al ambiente, siendo h el coeficiente de
conveccién (o de pelicula) al ambiente y T, la temperatura ambiente

Como casos particulares se tendran condiciones de la forma

T="T, (14)

cuando el valor del coeficiente de conveccion sea muy elevado, y condiciones

or

5o =0 (15)

si el coeficiente es muy reducido (esto es, en aquellas fronteras aisladas térmicamente).

Cuando se trata de problemas de transmision de calor en fluidos aparecen habitualmente
tres tipos de condiciones de contorno

e en aquellas partes de la frontera donde se tenga ¢ - 77 < 0 (esto es, el fluido entra en
el recinto) siempre que la conduccién sea despreciable con respecto a la conveccién se
tendran condiciones de la forma

T="T, (16)

donde T, representa la temperatura del fluido entrante.
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e para aquellos puntos donde 077 = 0 (esto es el fluido tiene velocidad nula o se mueve por
la frontera del recinto sin abandonarlo) el intercambio de calor a través de la frontera
se debera exclusivamente a la conduccién y se tendrd una condicién de la forma

oT
k- =h(T ~T.) (17)

donde T, representa la temperatura ambiente en el medio circundante.

e cuando se verifique -1 > 0, la condicién de contorno ha de ser impuesta con precaucion.
Si la conduccion no es apreciable con respecto a la conveccion en la region donde se sitia
la frontera, el régimen de intercambio de calor en esta frontera serd independiente de
lo que ocurra en el exterior y la imposicion de una condiciéon de contorno inadecuada
llevara a la aparicién de una capa limite ficticia cerca de la frontera. Como norma
general, se debe en estos casos elegir el recinto de modo que en la frontera saliente se
haya llegado a un equilibrio térmico y se pueda imponer una condicién de contorno

aT

sin originar una capa limite ficticia.

A las condiciones de contorno como (14) o (16) donde se impone el valor de la temperatura
se les denomina condiciones (de contorno) de tipo Dirichlet, en tanto que a las condiciones
de contorno como (15) o (18) donde se impone el valor del flujo de calor (no necesariamente
nulo) se les denomina condiciones (de contorno) de tipo Neumann. Finalmente, a las con-
diciones como (13) o (17) donde se impone una relacién lineal entre el flujo de calor y la
temperatura se les denomina condiciones (de contorno) de tipo mixto o de Robin. Como
se verd posteriormente, estos tres tipos principales de condiciones de contorno apareceran
también en los problemas de mecanica de sélidos y dinamica de fluidos.

Condiciones iniciales

En el caso de problemas evolutivos, sera preciso describir ademas el campo de temperaturas
del medio, sélido o fluido, en el instante inicial. En la préactica, la necesidad de imponer
estas condiciones llevara a tomar como intervalo temporal en el que se resuelva el célculo del
régimen transitorio aquel que comience con un régimen de temperaturas facilmente identifi-
cable (que, en una buena parte de los casos, corresponderd a una distribucién uniforme de
temperaturas en un medio carente de fuentes externas de calor).

1.2 Problemas en Mecanica de Solidos

Asi como en los problemas de Transmision de Calor la formulacién de aquellos problemas
arrancaba de la aplicacion del principio de conservacién de la energia, en los problemas
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de la Mecéanica de Solidos este papel es desempenado por el principio de conservacion de
la cantidad de movimiento (esto es, la segunda ley de Newton). De este principio habra
de deducirse, como se hizo para los problemas de Transmision de Calor, una ecuaciéon en
derivadas parciales para el campo de desplazamientos.

A la ecuacién en derivadas resultante del principio de conservacion de cantidad de movimien-
to se deberan anadir unas condiciones de contorno que representen el acoplamiento mecénico
del medio con el exterior. En los problemas de evolucién sera necesario ademas especificar
el campo de desplazamientos y velocidades que tiene lugar en el instante inicial.

Principio de conservacion de la cantidad de movimiento

Sobre cada dominio w ocupado por el sélido se planteard un balance para la variacién de
la cantidad de movimiento contenida en dicho dominio como resultado de la aplicacion de
fuerzas externas e internas.

En la deducciéon que sigue se supondra que los desplazamientos son infinitesimales de modo
que las coordenadas espaciales que se empleen representaran, indistintamente, coordenadas
eulerianas o lagrangianas. Al final de la seccién se incluyen algunos comentarios acerca de
la formulacién de problemas con grandes desplazamientos.

En primer lugar, la cantidad de movimiento contenida en w vendra dada por

/w,oﬁdw (19)

donde p(T) representa la densidad del material en el punto de coordenadas T y ¥(7,t) la
velocidad con la que se desplaza el punto de coordenadas T en el instante t. Notando
mediante 4(T, t) el desplazamiento del punto de coordenadas T en el instante ¢, se tendra la
relacion

(T, t) = g—f(f, t) (20)

Denominando f la densidad volumétrica de fuerzas externas distribuidas que actiian sobre
el dominio w (por ejemplo, la gravedad) y por £ la densidad superficial de fuerzas (internas)
que actuan sobre la frontera dw de este dominio, la escritura del principio de conservacion
de la cantidad de movimiento quedara

d [ » .
%/wpvdw—/wfdw—i—/awtdS (21)

Por otro lado, la representacion de las fuerzas internas se hara a través del tensor de tensiones,
o, de modo que sobre un punto de la frontera con vector normal exterior unitario 7 la fuerza
t que el entorno ejerce sobre el medio resulte
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=+
[
Q
3!

(22)
esto es
3
ti :ZO'U n; 1= ].,2,3 (23)
j=1

La aplicacién del teorema de Gauss a cada una de las ecuaciones escalares (escritura del
principio de conservacién de la cantidad de movimiento sobre cada eje)

d i .
£/wp%i dw:/dfidw+[9wtid8 i=1,2,3 (24)
lleva a
82 ; 3 a ”
/p&;‘ dw:/fidmr/za‘;?dw i=1,2,3 (25)
w w wi—1 j
donde, por lo tanto
32ui 3 (%ij
P — =f; 1=1,2,3 (26)
3152 Z (9xj

j=1

Como ocurria con la ecuacién (7) en los problemas de Transmisién de Calor, la resolucién de
un problema de Mecéanica de Solidos consistira en la determinacion del campo de desplaza-
mientos {u;(T,t)}7_; y el tensor de tensiones {0;(7,t)}7,_, sobre el recinto considerado. Al
igual que se tenia en aquel caso, ambos campos no son independientes sino que el tensor de
tensiones viene dado a partir del campo de desplazamientos y las propiedades del material.

A dicha relacién se le denominara ley constitutiva (o ecuacion constitutiva).
Existe una amplia gama de comportamientos mecanicos distintos entre los sélidos, entre los

que destacan

e comportamiento elastico: existe una relacién entre las tensiones y las deformaciones
que sufre el material, sin que existan deformaciones permanentes

e comportamiento elastoplastico: existe una relacién entre las tensiones y las deforma-
ciones que sufre el material, que pueden contener una parte permanente

e comportamiento viscoplastico: existe una relacién entre las tensiones, las deformacio-
nes (que pueden contener una parte permanente) y las velocidades de deformacién
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Estas notas se centraran en un tipo particular de comportamiento elastico: la elasticidad
lineal is6tropa. En este caso, definiendo el tensor (lineal) de deformaciones mediante

= 2 83:]- 83:1

) h,j=1,2,3 (27)

se tiene una relacion de la forma

3
Oij =AY el + 2p€i; 1,7 =123 (28)

k=1
que generaliza la ley de Hooke y donde
e )\ vy u son las denominadas constantes de Lamé

e cl indice J;; toma el valor 1 si ¢ = j y el valor 0 en caso contrario

Existen otras parejas de parametros de elasticidad, relacionadas con las anteriores, que
permiten identificar un medio eldstico is6tropo. Entre éstas se encuentra la formada por el
moédulo de Young, E, y el coeficiente de Poisson, v, cuya relacion con las constantes de Lamé
viene dada por

vE FE
My h= ST (29)
y
~u(3A+2p) L A
E=" T2+ ) 30

De este modo, el problema se plantea como la bisqueda del campo de desplazamientos (T, t)
solucién de (26) con (28).

La sustitucion de (28) en las ecuaciones (26) da lugar, en el caso de que estos coeficientes se
mantengan constantes, a las denominadas ecuaciones de Lamé:

82 T — —
pa—;; — (A +2p)V(div @) + protrotu = f (31)
donde
€1 € €3

o F F
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Condiciones de contorno

Las condiciones de contorno més habituales en el marco de la mecanica de sélidos corres-
ponden a generalizaciones de las condiciones encontradas en los problemas de transmisién
de calor. Obsérvese que habra de tratarse de versiones vectoriales puesto que ahora las
incognitas son vectores y serd necesario imponer una condiciéon de contorno por cada una
de las ecuaciones en derivadas parciales que han de resolverse. Visto de otro modo, a la
ecuacion de conservacion de la cantidad de movimiento sobre cada eje coordenado se ha de
anadir una condicion de contorno relativa a las fuerzas o desplazamientos segin ese eje sobre
la frontera del cuerpo.

Asi, las condiciones de contorno mas habituales resultan

e condiciones de contorno de (tipo) Dirichlet, donde se impone el valor de los desplaza-

mientos. Este serfa el caso, por ejemplo, de la parte empotrada de la frontera de un
cuerpo donde, no siendo posible el desplazamiento del cuerpo si la rigidez del sélido
donde se empotra es mucho mayor que la del propio cuerpo, el campo de desplaza-
miento habra de anularse sobre la frontera que representa la interfase entre el cuerpo
y el sélido donde se empotra éste. Este tipo de condicion de contorno se escribe de la
forma

i=g (33)

donde ¢ representa el campo de desplazamientos impuesto en la frontera.

condiciones de contorno de (tipo) Neumann, donde se impone el valor de la tensién
exterior aplicada. Este tipo de condicion de contorno aparece en aquella parte de la
frontera donde se impone una fuerza exterior (que podria eventualmente ser nula, como
ocurre en las caras libres de un sélido) y se escribe

on =g (34)

donde 77 representa el vector normal unitario, orientado exteriormente con respecto al
cuerpo, sobre la frontera y ¢ la densidad superficial de fuerzas ejercidas sobre el cuerpo.

condiciones de contorno de (tipo) Robin, donde se establece una relacién lineal entre el
campo de desplazamientos y la tensién aplicada. Este tipo de condicién de contorno,
menos habitual, aparece en el acoplamiento del sélido con un medio de comportamiento
bien conocido donde se puede establecer una relaciéon lineal, con coeficientes conocidos,
entre las tensiones aplicadas en la frontera y los desplazamientos de los puntos situados
sobre esta frontera. Dicha condicién se escribira de la forma
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on = ki (35)

Adicionalmente, existen condiciones de contorno que podriamos denominar mixtas en el sen-
tido en que sobre unas componentes se imponen los valores de los desplazamientos en tanto
que sobre otras se imponen valores de las fuerzas externas ejercidas. Este es el caso, por
ejemplo, de la existencia de planos de simetria: los desplazamientos de los puntos situados
sobre el plano deben estar contenidos en el propio plano (lo que permite asegurar que la
componente normal del desplazamiento serd nula) en tanto que la derivada normal de cual-
quier variable sobre el plano debera ser nula, lo que implica que no podran aparecer esfuerzos
cortantes sobre dicho plano (y por lo tanto las componentes sobre el plano de las fuerzas
externas ejercidas seran nulas).

Condiciones iniciales

En la resolucion de problemas de evolucién, sera preciso anadir las correspondientes condi-
ciones iniciales. Asi, es necesario especificar tanto el valor del campo de desplazamientos
como el del campo de velocidades en el instante inicial.

Del mismo modo que en la resoluciéon de problemas evolutivos en Transmisiéon de Calor,
la resolucién del problema transitorio comenzara en un instante donde el campo de des-
plazamientos y velocidades sea facilmente identificable. Habitualmente, se hara a partir de
una posicién de equilibrio en ausencia de cargas (cuya posicién se tomard justamente como
referencia para medir los desplazamientos), donde las velocidades iniciales serdn nulas. En
algunos casos, la posicién inicial puede corresponder a un equilibrio en presencia de cargas
y en otros el campo de velocidades iniciales puede ser no nulo (como ocurre en el caso de las
percusiones).

Observacion sobre problemas no lineales

En la practica, los sélidos se comportan de modo elastico y lineal solamente si las tensiones
a las que se les somete no son muy elevadas. En caso contrario, pueden responder de
una forma no lineal sin deformaciones permanentes (comportamiento eldstico no lineal) o
bien pueden aparecer deformaciones permanentes, de modo que la escritura de la ley de
comportamiento habra de hacerse de un modo mas general que el descrito previamente
(comportamiento plastico). En cualquier caso, los correspondientes problemas resultardan no
lineales, calificando dicha no linealidad como no linealidad material ya que proviene de una
dependencia no lineal entre tensiones y deformaciones.

Existe otra fuente de no linealidad en las ecuaciones de la mecanica de solidos: es la que pro-
viene de la existencia de desplazamientos finitos (esto es, no infinitesimales, aunque a veces
se emplea también el término de grandes desplazamientos como sinéonimo de desplazamien-
tos finitos) en el sélido. En la exposicién anterior, se ha supuesto que los desplazamientos
sufridos por los puntos materiales son lo suficientemente pequenos como para poder identifi-
car las coordenadas eulerianas y lagrangianas (esto es, cada punto del espacio estd ocupado
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siempre por el mismo punto material). En algunos casos, esta suposicién no serd cierta y se
hard necesario distinguir entre los dos tipos de coordenadas (las ecuaciones de conservacién
habran de escribirse sobre el dominio ocupado por el cuerpo en cada instante pero deberan
ser llevadas a un dominio de referencia para ser resueltas sobre un dominio fijo en el tiempo;
al mismo tiempo la ley constitutiva ha de escribirse en unas coordenadas ligadas al material).
La formulacién del problema lleva entonces a unas ecuaciones no lineales incluso en el caso
en que el comportamiento del material siga siendo lineal (aunque, al producirse desplaza-
mientos finitos, es habitual que aparezcan grandes deformaciones y el comportamiento del
material no sea lineal). A este tipo de no linealidad se le denomina no linealidad geométrica.

La formulacién de comportamientos no lineales (ya sea materiales o geométricos) es compli-
cada y escapa al alcance de estas notas, por lo que apenas sera tratada.

Observacién sobre la reduccién a problemas bidimensionales y unidimensionales

Las ecuaciones descritas anteriormente corresponden a la resolucién de un problema tri-
dimensional en mecéanica de sélidos. En el marco de la elasticidad lineal, dichas ecuacio-
nes describen la situacién mas general. Sin embargo, en muchos casos ciertas propiedades
geométricas o de simetrias del problema pueden permitir simplificar las correspondientes
ecuaciones y resolver problemas mas sencillos. Este es el caso de la reduccién a problemas
bidimensionales o unidimensionales.

Asi, la simetria del problema (esto es, la simetria de la geometria y de las cargas) puede
permitir las siguientes simplificaciones bidimensionales

e problemas de deformaciones planas
e problemas en tensiones planas

e problemas axisimétricos
al tiempo que la presencia de una dimension transversal muy reducida permite considerar
algunos problemas bajo las formulaciones de la teoria de placas y laminas.

Asimismo, las propiedades de simetria de las soluciones pueden llevar también a problemas
unidimensionales en el caso de problemas de deformaciones uniaxiales, en tanto que aquellos
solidos con una seccion transversal muy reducida pueden ser abordados desde la teoria de
vigas.

1.3 Problemas de Dinamica de Fluidos

En los problemas en dindmica de fluidos, la descripcién de los problemas pasa por la escritura
de dos principios de conservacion

e principio de conservacién de la cantidad de movimiento (o segunda ley de Newton)
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e principio de conservacién de la masa

de los que habran de deducirse las ecuaciones en derivadas parciales que describan los campos
de velocidades, a las que sera preciso anadir las correspondientes condiciones de contorno y
condiciones iniciales (en el caso de los problemas de evolucién).

Principio de conservacion de la materia

Dado un dominio cualquiera w ocupado por el fluido, habra de verificarse sobre él un balance
de materia donde la tasa de variacién de masa contenida en el recinto sea igual al flujo neto
a través de sus fronteras. Asi, se debera verificar

%/w dw:—/awpﬁ-ﬁdS (36)

donde p(Z, t) representa la densidad del fluido en el punto de coordenadas T en el instante ¢
y U(T,t) representa la velocidad con la que se mueve el fluido en el punto de coordenadas T
en el instante .

Mediante la aplicacién del Teorema de la divergencia (5) con F= pU se obtiene una escritura
bajo forma diferencial del principio de conservacién de la materia

dp
a5 + div (pv) =0 (37)

Principio de conservacion de la cantidad de movimiento

El balance de cantidad de movimiento sobre un recinto genérico w ocupado por el fluido se
escribe en el caso de un fluido que se mueve con velocidad v

d . - - Lo
%/wpvdW—/wfdw+/awtdS— 8wpv(v-n)dS (38)

donde ¢ representa (al igual que en el principio de conservacién de la cantidad de movimiento
en sélidos) la densidad superficial de fuerzas ejercidas sobre la frontera por el resto del fluido.
Obsérvese que el ultimo término de la ecuacion, ausente en la escritura de este principio de
conservacion en sélidos, corresponde a la cantidad de movimiento perdida (respectivamente
ganada) por la salida (repectivamente entrada) de fluido a través de la frontera del recinto.

De nuevo, representando las tensiones internas t a través del tensor de tensiones

(39)

=+
I
Q
3!
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la aplicacién del Teorema de la divergencia a cada una de las componentes de las dos ultimas
integrales conduce a una escritura diferencial del principio de conservacion de la cantidad de
movimiento

8 3 8 3 aO'ij .
,ovz Z 6— (pviv;) Zl o, fi i=1,2,3 (40)

Sustituyendo, en la ecuacion anterior, la relacién diferencial dada por la ecuacién de conser-
vacién de la materia (37) se obtiene

81}1 3 3 8(71']'

patJerga Zlaszfi i=1,2,3 (41)

De igual modo que en el caso de solidos, el campo de tensiones internas o y el campo de
velocidades ¥ no son independientes sino que estan relacionados a través de una cierta ley
constitutiva. En relacion con dichas leyes constitutivas, los fluidos pueden clasificarse en

e fluidos newtonianos

e fluidos no newtonianos

Los primeros (donde se incluyen la mayor parte de los fluidos) se definen como aquellos
fluidos en los que se establece una relacién afin entre el tensor de tensiones, o;;, y el tensor
de velocidades de deformacion, €;;, que se define mediante

. 1 aUz‘ an
i = 5(31:] + (9%)

(42)

El caso mas habitual entre éstos, lo representan los fluidos newtonianos viscosos donde se
tiene una relacién entre tensiones y velocidades de deformacién de la forma

0ij = =P 0ij + 2 pu € (43)
con p la presién del fluido y p el coeficiente de viscosidad (o viscosidad dindmica).

Como ejemplo de fluidos no newtonianos se encuentran las suspensiones que contienen
moléculas de gran tamano (como los polimeros o el flujo sanguineo). En estos casos, las
leyes constitutivas resultan més complicadas.

Ecuaciones de Navier-Stokes

En suma, los principios de conservacién de la materia v la cantidad de movimiento se escriben
bl )
para un fluido newtoniano viscoso de la forma
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dp

— i U) = 44

. aiv (o) (44)
ov L oo, = . -
pa—i—p(v-V)v—l—Vp—uAv:f (45)

donde se ha notado

5-9)7= (gt St g (46)

J=1

Las ecuaciones (44)-(45) representan un modelo relativamente general en el marco de la
dindmica de fluidos (aunque excluye tanto los comportamientos no newtonianos como los
flujos turbulentos). En estas ecuaciones aparecen como incdgnitas las tres componenentes
del campo de velocidades, el campo de presiones y la densidad del fluido. Se tienen asi cuatro
ecuaciones (una ecuacién asociada al principio la conservacién de la masa y una ecuacién por
cada eje asociada al principio de conservacién de la cantidad de movimiento) para resolver
cinco incognitas, de modo que ha de existir alguna relacién adicional entre ellas. A esta
ecuaciéon adicional, que relaciona generalmente las variables internas del fluido (densidad,
presién y temperatura), se le denomina ecuacion de estado. Asi por ejemplo en el caso de
los gases perfectos (o ideales) se tiene una relacién de la forma

p=pRT (47)

Obsérvese que gracias a la ecuacién de estado se ha establecido una relacién (algebraica)
entre las incégintas pero, al mismo tiempo, se ha hecho aparecer la temperatura por lo que
la resolucién de las ecuaciones del movimiento del fluido obliga también a resolver la ecuacién
de conservacion de la energia descrita previamente.

En la practica, es comun encontrar problemas donde las ecuaciones anteriores pueden sim-
plificarse significativamente. Las principales simplificaciones posibles sobre las ecuaciones
son

e si el fluido estd en equilibrio térmico, la temperatura sera un dato y no sera preciso
resolver la ecuacion de conservacion de la energia

e si se trata de un liquido o de un gas que se mueve a velocidades reducidas (en compa-
racién con la velocidad del sonido en dicho gas; esto es, el nimero de Mach es bajo)
el fluido resultard practicamente incompresible y la densidad sera constante (una vez
fijada la temperatura). En tal caso, la ecuacién de conservacién de la masa toma la
forma

div #=0 (48)
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e si las velocidades del fluido son relativamente reducidas el término no lineal debido a
la conveccion puede resultar despreciable en comparacién con el término de viscosidad

1 (@- V)T << || nAT]] (49)

esto ocurrird cuando el nimero de Reynolds asociado al flujo (que se define justamente
como el cociente entre los valores caracteristicos de ambos términos) sea reducido.
En tal caso, se podran resolver las ecuaciones de forma simplificada prescindiendo del
primer término.

De este modo, para un régimen de velocidades reducidas (valores pequenos de los nimeros de
Mach y Reynolds) de un fluido en equilibrio térmico se puede resolver un sistema simplificado

div 7 =0 (50)

0 B
po +Vp— pAv = f (51)

Condiciones de contorno

En las ecuaciones de la dinamica de fluidos, la imposicién de condiciones de contorno es algo
mas delicada que en los problemas previamente descritos, debido fundamentalmente a dos
razones

e en los dominios de simulacion numérica habitualmente aparecen fronteras artificiales
(esto es, fronteras originadas por la limitacién del dominio sobre el cual se llevara a cabo
la resolucion, que no se corresponden con la frontera del recinto donde se encuentra el

fluido)

e cn los flujos con viscosidad no muy elevada (ntmeros de Reynolds no muy reducidos)
apareceran capas limite asociadas al caracter convectivo de las ecuaciones

Asimismo cabe observar que el orden de los operadores de derivacién espacial de las dos
variables del problema(velocidad y presién) son diferentes. La existencia de derivadas de
orden dos en la velocidad hace esperar que las condiciones de contorno sobre dicha variable
se extiendan a toda la frontera en tanto que la presencia de derivadas exclusivamente de
primer orden en la presion sugieren que solamente se deberan imponer condiciones sobre
ésta en una parte de la frontera.

En todo caso conviene distinguir tres tipos principales de fronteras

e superficie de contacto del fluido con una pared sélida

e frontera de entrada del fluido (en el dominio de simulacién)
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e frontera de salida del fluido (del dominio de simulacién)

En las superficies de contacto del fluido con una pared sélida podran apareceran condiciones
de contorno sobre la velocidad (como en el caso de una pared fija 0 en movimiento, con
velocidad conocida)

v=1; enl} (52)

o condiciones sobre la tensién que pared sélida ejerce sobre el fluido (como en el caso de una
pared mévil donde se controla la fuerza ejercida sobre el fluido)

on = §1 en Fl (53)

involucrando estas ultimas tanto al campo de velocidades como al de presiones, dada la ley
constitutiva (43).

La condicion sobre las velocidades descrita en primer lugar implica que la solucion numérica
habra de resolver las capas limite que se originen cerca de la pared sélida (donde la velocidad
del fluido pasara del valor impuesto para las particulas pegadas a dicha pared a la velocidad
del fluido cerca de esta pared). Ello obligard (salvo que la viscosidad sea muy elevada) a
resolver zonas de pequeno espesor, por lo que a veces se prefiere imponer condiciones de
contorno que incorporen ya esta capa limite. Asi, si la velocidad sobre la frontera representa
la velocidad del fluido fuera de la capa limite se pueden integrar las ecuaciones sobre la capa
para obtener una descripcién de la friccién generada mediante una condicién de contorno
(que habitualmente se denomina de deslizamiento)

F=h(th—-7,) 'y ¥ =0 enl} (54)

donde v; representa la componente tangencial de la velocidad, 7, la componente normal de
ésta, T el esfuerzo cortante generado por la pared sélida y v; la velocidad a la que se desplaza
la pared sélida (que se supone, en este caso, tangente a la propia pared).

Para las fronteras de entrada del fluido, habitualmente se tienen condiciones de tipo Dirichlet
tanto para la velocidad como para la presiéon

—

T=10, vy p=p2 enly (55)

Finalmente, para las fronteras de salida del fluido (que seran en la mayor parte de los casos
artificiales) es posible encontrar condiciones de tipo Dirichlet sobre la velocidad aunque
esto no resulta habitual (puesto que la velocidad de salida es a priori desconocida). Por
el contrario, el dominio de simulacién se extiende hasta aquella zona (también a priori
desconocida) donde se estabiliza el flujo y despararecen los gradientes de velocidad; asi la
condicién sobre esta frontera seria aquella que hace nulas todas las derivadas normales del
campo de velocidades. En la practica esto significa que las tensiones en el interior del fluido
en esta regién son puramente hidrostaticas por lo que si se conociese la presion en estos, pr,
puntos se tendria una condicién de la forma

ol = psii en I's (56)
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Ahora bien, generalmente la presion en la zona de salida suele ser desconocida por lo que
no podria formularse la condicién de contorno de este modo. De cualquier forma, puesto
que las presiones solamente tienen interés como medidas relativas habitualmente se opta
por eliminar la presién en las condiciones de contorno en la frontera de entrada de fluido
e imponerla en la zonas de salida (lo que, en la practica, no supone sino establecer como
referencia para el cdlculo de las presiones la frontera de salida del fluido).

Condiciones iniciales

En la resolucién de problemas evolutivos sera preciso describir, para el caso incompresible,
el campo de velocidades en el instante inicial

(z,0) = (T (57)

Por otro lado, en los problemas compresibles, es necesario anadir ademas una condicion
inicial sobre la densidad

p(F,0) = po(®) (58)

Descripcién de flujos turbulentos

Las ecuaciones descritas hasta este momento se refieren a un flujo viscoso en régimen laminar.
No obstante, para elevados valores del nimero de Reynolds, las hipotesis de regularidad
precisas sobre los campos de velocidades (y de presiones) no se mantienen haciéndose preciso
considerar campos de velocidades con fluctuaciones locales.

La descripcion del flujo, en ese caso, se hara a través de un campo de velocidades prome-
diadas. Las ecuaciones correspondientes se obtendran asimismo mediante promediado de
las ecuaciones para el régimen laminar a las que se anadirdn unas ciertas hipotesis sobre la
naturaleza de las fluctuaciones locales. Asi, el campo de velocidades medias 1% y el campo
de presiones medias P son solucién (en ausencia de fuerzas exteriores) de la ecuacién

oV 4 oaa o .
EJr(V-V)VJrVP—uAV—divR:O (59)

donde R representa el tensor de Reynolds (cuya componente R;; corresponde a un cierto
promedio local del término —v;v;, donde ¥ representa el campo de velocidades puntuales) y
v representa la viscosidad cinematica.

Entre los modelos turbulentos (entendidos como los modos de representar el tensor de Rey-
nolds), uno de los mas populares es el denominado modelo k — € de Launder y Spalding. En
este modelo, el tensor se describe mediante

K2 0V, OV
R;; 3+(V+C“e)(axj+axi) (60)

donde
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e [ representa la energia cinética asociada a la turbulencia

e ¢ representa la velocidad de disipacion de la energia turbulenta

Estas dos variables son, a su vez, solucion de dos ecuaciones en derivadas parciales

ok

2
cuk

EJFV-W— > VV + VVT2 — div(e, 2 VE) + ¢ = 0 (61)
O o = koo e B} 2
a—i YV Ve %Nv + VU2 = div(c 2 Ve) + CZ% ~0 (62)

Existen, por otro lado, diversas modificaciones del modelo k — ¢ donde los coeficientes del
modelo se determinan a partir de ciertas variables o se anaden algin término fuente para la
segunda ecuacion.

Otros modelos en la mecanica de fluidos

Junto a los modelos anteriores, que describen los flujos viscosos en regimenes laminar y
turbulento, existen otros modelos que llevan a cabo simplificaciones adicionales. Entre estos
ultimos cabe destacar:

e Flujo potencial, que describe los flujos irrotacionales en ausencia de viscosidad. La
condicién de irrotacionalidad permite describir las velocidades a partir de un potencial
que sera solucién de una ecuacion de Poisson.

e Ecuaciones de Euler, que describen los flujos no viscosos. Estas ecuaciones corres-
ponden formalmente a una simplificacion de las ecuaciones de Navier-Stokes donde
desaparecen los términos viscosos; no obstante, su tratamiento requiere una atencién
especial ya que sus soluciones pueden presentar singularidades (como ondas de choque).

e Ecuaciones de la acustica, que corresponden al estudio de pequenas perturbaciones
de las ecuaciones anteriores y conducen a ecuaciones de ondas que representan la
propagacion del sonido en el fluido.

Finalmente existen otro tipo de simplificaciones que podriamos denominar dimensionales.
Es el caso, por ejemplo, de los flujos poco profundos (como el flujo en un canal) donde
se representa el movimiento del fluido mediante un modelo bidimensional a través de las
adecuadas hipotesis sobre el comportamiento del campo de velocidades y de presiones en la
variable transversal (altura).

1.4 Otros problemas notables

Junto a los tres problemas descritos anteriormente (transmisiéon de calor, mecéanica de sélidos
y mecanica de fluidos) existen otros problemas cuya simulacién numérica presenta un notable
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interés en la técnica. Entre éstos estan los problemas en electromagnetismo.

Problemas electroestaticos

En primer lugar, el campo eléctrico E en los problemas electrostéticos (donde tanto el campo
eléctrico como el magnético no dependen del tiempo y no existen corrientes eléctricas) en un
medio homogéneo viene descrito por

edivE
rotﬁ =

P
0
donde p representa la densidad de cargas eléctricas en cada punto y € la constante dieléctrica

del medio.

La segunda ecuacién permite asegurar la existencia de un potencial ¢ de modo que

E=-V¢ (65)

que sustituida en la primera ecuacion conduce a

~A¢ =E (66)

de modo que la resolucién de los problemas electrostaticos conduce a una ecuacion de Poisson,
a la que se anadiran condiciones de contorno de tipo Dirichlet (en aquella parte de la frontera
donde el potencial eléctrico sea conocido), Neumann (donde se conozca la componente normal
del campo eléctrico) o Robin (donde exista una relacién afin entre la componente normal del
campo eléctrico y el potencial).

Como se ve, la formulacion de este problema es idéntica a la del calculo de la distribucién
estacionaria de temperaturas en un sélido con conductividad constante.

Problemas magnéticos

En ausencia de campos eléctricos variables con el tiempo, el campo magnético B en un medio
homogéneo es solucién del sistema de ecuaciones en derivadas parciales

divB = 0 (67)

rotB = puJ (68)
donde p representa la permeabilidad magnética y J la densidad de corriente eléctrica (que
serd funcién, a su vez, del campo eléctrico).

En este caso, la condicién de divergencia nula también permite deducir la existencia de un
potencial (en este caso vectorial) y reescribir el sistema de ecuaciones en derivadas parciales
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(aunque no es posible reducirlo a una ecuacién escalar como en el caso del campo eléctrico).

Problemas electromagnéticos

Cuando se trata de problemas acoplados (como ocurre cuando los campos son variables en
el tiempo) es preciso resolver simultdneamente ambos campos a partir de las ecuaciones de
Maxwell. En el caso de un medio no necesariamente homogéneo, éstas se escriben

divD = p (69)

OB L
E +rotE =0 (70)
divB = 0 (71)

Z_j — —
%—t ot — —J (72)

donde D representa la induccion eléctrica y H la induccién magnética. A estas ecuaciones
se les deben anadir unas leyes de comportamiento que describan la relacién entre D y E
por un lado, y B y H por otro. En el caso de un medio lineal, éstas seran de la forma

donde E y M representan la polarizacion y la magnetizacion del medio, respectivamente.
Asimismo, en un medio lineal J y E estardn relacionados a través de la conductividad
eléctrica, o mediante

—

J=0oE (75)

Propagacion de ondas electromagnéticas

En ausencia tanto de cargas (p = 0) como de corrientes eléctricas (J = 0), las ecuaciones de
Maxwell en un medio homogéneo permiten deducir un sistema de ecuaciones

P?B 1 -

~ - _ " AB=

at2 e 0 (76)
PE 1

Z 2 _ _AE=

5 e 0 (77)

que representa los fenémenos de propagacion de ondas electromagnéticas en el medio, con
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una velocidad ¢ = (pe)™"/2.

Otros problemas

Existen otros modelos interesantes desde el punto de vista de las aplicaciones, cuya des-
cripcion pasa por un sitema de ecuaciones en derivadas parciales. Entre estos estan, por
ejemplo

e problemas en fisica de plasmas (descritos a través de las ecuaciones de la magnetohi-
drodindmica)

e problemas de dindmica de poblaciones, como la evolucién de ecosistemas (descritos a
través de sistemas de reaccién-difusién)

e problemas en biomecdnica (descritos a través de las ecuaciones de la mecanica de
sélidos)

1.5 Observaciones sobre problemas acoplados

En la préctica, es habitual encontrar sistemas donde los fendmenos descritos anteriormente
ocurren simultdneamente y, por lo tanto han de ser resueltos al mismo tiempo. Este es
el caso, por ejemplo, de la termoelasticidad, donde ocurren simultaneamente procesos de
transmision de calor y de deformacién mecanica, o de la dindmica de flujos no isotermos,
donde junto al problema hidrodindmico aparece un problema de transmisién de calor.

En algunos casos, la resolucién de problemas acoplados permite resolver los procesos se-
paradamente. Asi, por ejemplo, en el caso de la termoelasticidad es posible, bajo ciertas
hipotesis, resolver en primer lugar el problema de transmisién de calor para, posteriormente,
resolver el problema elastico, incorporando en este calculo las tensiones térmicas adicionales
(y, si asi fuese, la dependencia térmica de las propiedades eldsticas).

En otros casos, sin embargo, no se podra proceder del modo anterior. Asi ocurre, por
ejemplo, en la dinamica de flujos no isotermos debido a las fuerzas de flotacion: la resolucion
del problema de transmision de calor en el fluido requiere conocer el campo de velocidades,
pero éste a su vez esta influido por las fuerzas de flotacion. Para este tipo de problemas es
preciso resolver simultdneamente ambos problemas (salvo que las fuerzas de flotacién sean
despreciables y las propiedades del fluido no dependan de la temperatura pues, en tal caso,
se puede resolver primero el problema hidrodindmico y después el de transmisién de calor).
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2. Introducciéon al método de
elementos finitos

En este capitulo se presentan los aspectos fundamentales del método de elementos finitos
sobre un problema modelo sencillo. El objetivo de este capitulo es presentar tanto una
formulacién elemental del método como su implementacion efectiva y una anélisis sencillo
del error cometido por el método.

2.1 Formulacién de un problema modelo unidimensional

Se considera el calculo mecénico de una columna de una estructura en una hipétesis de carga
simétrica estacionaria. En tales condiciones, el calculo puede reducirse a la resolucion de un
problema unidimensional para las deformaciones axiales de esta columna. Asi, por ejemplo,
el cédlculo de la columna central en la figura de la izquierda puede reducirse (cuando la carga
es simétrica) al célculo de las deformaciones axiales del elemento representado a la derecha.

x
!=*=!--r
¢ = ® = ¢
L
=% =% ¢ }
]
L7

figura 2.1. Estructura con carga simétrica y reducciéon a modelo unidimensional

Suponiendo que las propiedades mecanicas de los materiales sobre cada seccién transversal
al eje son constantes (aunque puedan variar a lo largo del eje), se pueden describir los despla-
zamientos axiales u(z, t) mediante la ecuacién de conservacién de la cantidad de movimiento
segun la direccion axial:

29
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do
—4 = f (78)

donde o(z) representa la tensién sobre la seccién y f(z) la densidad lineal de cargas de
axiales (suma del peso de la columna y las cargas de la estructura), para la seccién situada
a una altura = (tomando x = 0 para el empotramiento de la columna en la cimentacién).

Si, por otro lado, suponemos un comportamiento elastico lineal de los materiales se tendra:

du
o(z) = SE% (79)

donde SFE(x) representa el producto del drea de la seccién por el médulo de Young, para la
seccion situada a una altura z.

De este modo, la ecuacién del equilibrio de fuerzas (esto es, la ecuacién de conservacién de
la cantidad de movimiento en el caso estacionario) se escribe

——(SE—)=f z e (0,L) (80)

A esta ecuacion se sumaran las condiciones de contorno asociadas al empotramiento del
extremo inferior

u(0) = 0 (81)

y a la existencia de una carga concentrada F' (positiva en el caso de esfuerzos de traccién)
en el extremo superior

du

SE(L)

(L)=F (82)

2.2 Resolucion mediante un método de diferencias fini-
tas

Antes de formular la resolucién de este problema mediante el método de elementos finitos,
se va a recordar su resolucién mediante métodos de diferencias finitas a fin de resaltar tanto
las semejanzas como las diferencias entre ambos métodos.

La resolucion del problema anterior mediante el método de diferencias finitas comienza por la
divisién del intervalo (0, L) en subintervalos mediante la introduccién de unos puntos {z;}¥
que suponemos ordenados de la forma
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O=ag<x1 <..<ay_1<zxny=1L (83)

Sobre cada uno de estos puntos, el método buscarda una aproximacién del desplazamiento
axial de la seccién. Estas aproximaciones se denotardn por {u;}Y .

A continuacién se escribird una aproximacion de la ecuacién de equilibrio sobre cada una de
las secciones. Para ello sera preciso obtener, en primer lugar, aproximaciones de las tensiones.
Estas aproximaciones se pueden obtener, de modo sencillo, sobre los puntos medios de los
subintervalos (z;, T;11)

1
= 5(]3,‘4—]3,'4_1) iZO,l,...,N—l (84)

a partir de las aproximaciones, {u;}Y ,, de los desplazamientos en los extremos del subinter-
valo mediante

i i

De este modo, la ecuacién del equilibrio sobre cada punto {x;}Y, se escribe

? :Z— = f(z;) (86)
i+ 1—

IS NI
(SIS (SIS

y sustituyendo en ella las aproximaciones de las tensiones se tendra

QSE(QZH_;) ( ) QSE(ZBi_;)
- 2 Uiy — Uj) + 2
(Tip1 — 23) (Vi1 — i-1) i

(i —uiq) = f(w;) (87)

(-’Bi - -’Bi—l)(ffiﬂ - ﬂfi—l)

Finalmente, reordenando los términos de estas ecuaciones se habra obtenido un sistema de
ecuaciones lineales para las aproximaciones de los desplazamientos {u;}Y, de la forma

2 SE(ZBi_%)
(Ii - xi—1)<xi+1 - 151‘—1) it
QSE(:Bi_;) ZSE(ZBi ;)
+ ( Z + i ) u; (88)
(l"i - -’Bi—l)(ffiﬂ - ﬂfi—l) (331'+1 - xi)(xi+1 - in—l)
2 SE(xH_%)

] w1 = f(@)

(Ii+1 - Ii)(%q-l — Ti-1
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para i = 1,2, ..., N con uy = 0 debido a la condicién de empotramiento.

Una vez resuelto el sistema (tridiagonal) de ecuaciones, se recuperard una aproximaciéon de
. N-1 . .y
las tensiones sobre los puntos {z;, +%}i:0 mediante la expresion (85).

La calidad de la aproximacién asi obtenida, para un nimero fijo de puntos de aproximacion,
depende fundamentalmente de la regularidad de los coeficientes (tanto de las propiedades
materiales, SE(z), como de las cargas, f(x)) y de la distribucién de estos puntos (que deberdn
acumularse alli donde se produzcan las mayores variaciones de los desplazamientos y las
tensiones). En aquellas secciones donde se produzca una discontinuidad de las propiedades
materiales, SE(x), serd preciso introducir en todo caso un punto de aproximacién de los
desplazamientos a fin de retener una aproximacién correcta de las tensiones.

Por otro lado, la extensién de estas técnicas a problemas bidimensionales o tridimensionales
puede llegar a ser muy complicada si el dominio no tiene una geometria muy sencilla.

2.3 Principio de los trabajos virtuales y métodos de (Ga-
lerkin

Como se ha visto, los métodos de diferencias finitas abordan la resolucién aproximadas de
las ecuaciones de equilibrio sobre un cierto niimero de secciones (aquellas que corresponden
a las alturas {z;},). Existe un enfoque alternativo de la resolucién numérica del problema,
que pasa por la resoluciéon aproximada del principio de los trabajos virtuales. La idea ya no
serd entonces buscar el equilibrio aproximado de las secciones sino que los trabajos virtuales
globales de fuerzas externas e internas sean nulos.

Comenzaremos por recordar la deduccién del principio de los trabajos virtuales a partir de
la ecuacion de equilibrio (80). Asi, definimos un espacio de desplazamientos admisibles (o
virtuales) como aquellos que verifican la condicién de empotramiento y dan lugar a energias
eldsticas finitas (excluyendo, por ejemplo, la posibilidad de discontinuidades en el campo de
desplazamientos que originaria una energia eldstica no acotada). Sea entonces

Voa={v:[0,L] >R /v(0)=0, /OLSE(Z—z)Zd:B<+oo} (89)

Recuérdese que la energia elastica asociada a las fuerzas internas para un campo de despla-

zamientos v, que notaremos por E7% (v) viene dada por

gt w) =5 [ ow)e(w)dz (90)

donde o(v) y €(v) representan, respectivamente, el campo de tensiones y el campo de defor-
maciones asociados al campo de desplazamientos v. Empleando ahora la ley constitutiva se
tendra
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Edts(0) / SE (91)

Si se multiplica cada término de la ecuacién (80) por un campo v de desplazamientos admi-
sible y se integra sobre el intervalo (0, L) para calcular el trabajo total de las fuerzas internas
y externas se tiene:

—/ vd:x —/ fvdx Yo € Vg (92)

Si integramos por partes el término de la izquierda se tiene

—/ yodr = ~SB(L )ji(L) (L) + SE(0) / SE%Z—;dx (93)

donde, para v perteneciente a V4 y empleando la condiciéon de contorno sobre u en x = L,
se tiene

L ( du L dudv
—/0 %(SE%)U dr = —Fuv(L) + SE—— dx (94)

En suma, para u solucién de la ecuacién de equilibrio (80) se ha obtenido la relacién

L
/ SEd—“d—“ da:—/ fode+Fo(L) Yo € Vg (95)
0

que no es sino el principio de los trabajos vituales, donde el término de la izquierda re-

. : : . du
presenta el trabajo global realizado por las tensiones internas, SE—, para un campo de

x
desplazamientos virtuales v y el término de la derecha representa el trabajo global realiza-
do por las fuerzas externas distribuidas, f, y concentradas, F', para ese mismo campo de
desplazamientos virtuales.

Una formulacion alternativa del cdlculo del campo de desplazamientos, basada en el principio
de los trabajos virtuales, serd entonces:

Encontrar u € V4 tal que se verifique (95)

Desde luego, cualquier solucién de la formulacién original del problema (esto es, una solucién
de la ecuacién de equilibrio sobre las secciones (80) que verifique ademds las condiciones de
contorno (81) y (82)) serd solucién de la nueva formulacién, ya que precisamente ésta se ha
deducido de aquella. La implicacion inversa también es cierta en algunos casos: una solucion
de la nueva formulacién sera también soluciéon de la formulacién original siempre y cuando
sea lo suficientemente regular como para deshacer los pasos dados.

Detengamonos un momento en la observacion anterior. La formulacion del principio de los
trabajos virtuales sélo requiere que el campo de desplazamientos lleve asociada una energia
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elastica acotada y para ello bastarda con que tensiones y deformaciones sean continuas a
trozos. Esta hipdtesis contrasta con la requerida en la formulacion basada en las ecuaciones
de equilibrio donde era necesaria la derivabilidad de las tensiones. Obsérvese que esta tltima
condicién servira para deshacer la deduccion del principio de los trabajos virtuales a partir
de las ecuaciones de equilibrio; asi, toda solucién del principio de los trabajos vituales que
corresponda a una distribucién de tensiones derivable serd al mismo tiempo solucion de la
ecuacién de equilibrio (80) y verificard las condiciones de contorno (81) y (82).

Las diferentes hipotesis de regularidad sobre las distribuciones de tensiones en ambas for-
mulaciones justifican que se empleen ademads los nombres de formulacion fuerte para la for-
mulacién del problema basada en la ecuacién de equilibrio y formulacion débil para aquella
basada en el principio de los trabajos virtuales.

Surge ahora la cuestion de considerar si una formulacién es més natural que la otra (habida
cuenta de que ambas formulaciones coinciden para las soluciones regulares). Asi, recordando
la deduccién de las ecuaciones de la mecénica de sélidos que se hizo en el primer capitulo,
se observa que la escritura de los balances de conservacién de la cantidad de movimiento (a
partir de los cuales se llegd a las ecuaciones de equilibrio) sélo hacian intervenir los trabajos
realizados por las fuerzas internas sobre la frontera de cada recinto; fue preciso, en aquella
deducciéon, suponer una regularidad adicional de las soluciones para obtener la ecuacién de
equilibrio en forma diferencial. De este modo, la derivabilidad del campo de tensiones (que
aparece en la formulacién de las ecuaciones de equilibrio) es una hipétesis adicional que
quizas no se verifique en todos los casos, en tanto que la regularidad que precisa el principio
de los trabajos virtuales coincide con la que aparece en la escritura de las ecuaciones de
balance de la cantidad de movimiento. En este sentido, la formulacién del principio de los
trabajos virtuales es mas natural que la correspondiente a las ecuaciones de equilibrio.

Existe una alternativa para la deduccién del principio de los trabajos virtuales, que no parte
de la formulacién de las ecuaciones de equilibrio (que, como se ha visto, podrian no tener
sentido en algunos casos con hipdtesis de cargas poco regulares). Esta deduccién pasa por
razonar directamente sobre la energia elastica asociada a las soluciones.

La energia elastica total estard constitida por una parte debida a las fuerzas internas y otra
asociada a las fuerzas externas. Como se ha visto anteriormente, la energia elastica asociada
a las fuerzas internas para un campo de desplazamientos v viene dada por

elas

gint () — % / ' SE(Z—Z)de (96)

en tanto que la energfa asociada a las fuerzas externas, £ (v), vendrd dada (en el ejemplo

elas
propuesto) por

elas

65t (p) = — /0 " foda — Po(L) (97)

definiéndose, en consecuencia, la energia eldstica total, Eqs(v), mediante
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L d L
Eres(0) = % [ SB[ odr - Fo(r) (98)

Asi, se puede formular, alternativamente, la busqueda del campo de desplazamientos solucién
del problema planteado del modo siguiente

Encontrar u € V,q tal que se verifique: Egjas(u) < Eeras(v)  Yv € Vg

Obsérvese que si u es solucién de esta nueva formulacion (esto es, el campo de desplazamien-
tos u hace minima la energia eldstica) entonces habra de tenerse

Eelas(u+ 0u) > Egus(u)  You € Vg (99)

En particular, tomando du = tv con t € Ry v € Vg, la funcién F(t) = Equs(u + tv) debera
presentar un minimo en ¢ = 0 por lo que se tendra

L du dv L
F’O:/SE——d —/ dz — Fo(L) = 0 100
)= [ 5L dr— [ pode— (i) (100)
valido para cualquier v € V4, que coincide con la formulacion del principio de los trabajos

virtuales obtenida a partir de las ecuaciones de equilibrio.

La resolucion directa del problema eldstico bajo la formulacion del principio de los trabajos
virtuales (o bien bajo la forma de un problema de minimizacién de la energia eldstica)
presenta como principal inconveniente el hecho de hacer intervenir un espacio vectorial V4
de dimensién infinita. Una de las ideas para su resolucién numérica pasa por sustituir este
espacio por otro de dimension finita; los métodos basados en esta idea reciben el nombre
general de métodos de Galerkin.

Asi, la formulacién de los métodos de Galerkin pasa por elegir un subespacio vectorial V}, C
V.4 de dimensién finita y resolver entonces el principio de los trabajos virtuales sustituyendo
el espacio original V4 por Vj:

Encontrar uy, € Vj, tal que se verifique

L L
spfn o gy — / fonda + Fop(L)  Yop € Vi (101)
0

que resultard, de hecho, equivalente a encontrar aquel campo de desplazamientos en V), que
haga minima la energia eléstica.

Entre las diversas familias de métodos de Galerkin se encuentran los métodos de elementos
finitos. Estos métodos corresponden a una eleccion particular de los espacios V}, como espa-
cios de funciones polindémicas a trozos. A continuacién se describirda un método sencillo de
elementos finitos para la discretizacion del problema modelo.
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2.4 Formulacion elemental del método de elementos fi-
nitos

El problema de encontrar u € V,,4 tal que se verifique (95) lo reescribimos usando los funcio-
nales a y [ como sigue: encontrar u € V4 tal que

a(u,v) =1l(v) Vv € Vy (102)
siendo
L dudv
— [sp2t% 1
a(u,v) ; S e dx (103)
L
l(v)= [ fode+ Fu(L) (104)
0

La idea bésica consiste en sustituir la busqueda de la solucién u del problema (102) en
el espacio V,,; de dimensién infinita, por buscar una aproximacién u; en el espacio V},, de
dimensién finita N, que aproxima V4, esto es, hallar u, € V}, tal que

a(uh, ’Uh) = l(uh) Yo, € Vi, (105)

Si {1,902, -+, N} es una base de V}, se tiene que
N
un =3 sy o) (106)

de este modo, calcular la solucién del problema equivale a calcular {uy, ug, -, uy}.
Una vez elegido el espacio Vj, y la base {1, 9, -, pn}, utilizando las propiedades de
linealidad de a y | podemos escribir la condicién(105) como:

N
> wjalpy,vn) = (o) Vo, €V, (107)

=1

condicién que serd sufiente imponer sobre los elementos de una base, esto es:

=2

Z alpj, i) = 1) i=1,---,N (108)

lo que reduce el calculo de los coeficientes a resolver el sistema de ecuaciones lineales

Ku=b (109)

siendo @ = (uy,---,un) el vector solucién y

(K)ij = a(wj, ¢i)
by = U(:) (110)
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Ejemplo:
en el problema concreto que estamos utilizando como modelo estos coeficientes vendrian
dados por

d(Pj dSOz
/ SE( dx dx (111)
51-:/0 feidz + Fo;(L) (112)

Esquema sencillo de elementos finitos: elementos P,

Se considera la discretizacion del dominio, que en este caso consiste en dividir el intervalo
en subintervalos con extremos {z;}¥,

#* # ¥ # # # # # ¥
0 i 4 Hi M WL
Se considera el espacio discreto
Vi, = {’Uh GC([O,L])/’U}L(O) =0, Uh|[zs,2i41) e P Vie {1,2,,N}} (113)

es decir funciones continuas en todo el intervalo que son polinomios de grado menor o igual
que 1 en cada subintervalo y verifican la condicién de contorno en 0. La dimension del
espacio de aproximacion Vj, depende del niimero de elementos N y una base de este espacio
viene dada por las funciones siguientes:

B g Fiag g K
=i T € [Ii—ly Iz]
pi(r) = == x € [, Tit]
0 x §é [fﬂi—l,ffiﬂ]
cuya derivada viene dada por
% T € [l’i_l,l'i]

pile) =9 7 7€ [z Tin]

x ¢ [l‘i—h $i+1]

jen)

Esta eleccién de la base, con soporte pequeno, da lugar a que muchos elementos de la
matriz K, teniendo en cuenta (111), sean nulos. En concreto K;; =0Vj #i—1,4,i+ 1.
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Se verifica ademéds que, con esta eleccién de la base, los coeficientes u; vienen dados por

up(r) = Y ujio;(ar) = uy (114)

j=1

es decir, que los coeficientes de la solucion coinciden con los valores de la solucién aproxima-
da en los nodos.

Ejemplo
En el caso del problema monodimensional que estamos tratando, si suponemos SE(z) = SE
y f(z) = ¢ (seccién y carga constantes), obtenemos:

SE [ el 1d j=i-1
X; Ti4+1
L SE/ @;g&;dl’ + SE/ (pz(pz—i-ldx j =1
Kij = SE/ i () (z)dw = o o (115)
0
SE [ gliglde j=it1
0 en otro caso

Ti+1

b= e (116)

1—1
de donde se obtienen los coeficientes del sistema lineal

—SE =1+ 1

0 j#i—1lii+1

%:ch 1=1,---,N—-1 (118)

En el caso general en el que la seccion y la distribucién de carga no sean constantes, las
integrales a calcular no son inmediatas y en la mayoria de los casos hay que usar integracion
numeérica. Como ejemplo mencionamos aqui que, usando como féormula de cuadratura la del
rectdngulo con nodo el punto medio del intervalo (Poncelet) recuperariamos el esquema al
que daba lugar el método de diferencias finitas visto en la seccién 2.2.

Por tltimo se debe resolver el sistema lineal K = b.

La matriz del sistema es conocida como matriz de rigidez y el segundo miembro se llama
vector de carga. De este modo, el sistema lineal a resolver se interpreta como una ecuacién
de equilibrio entre los desplazamientos de la barra en los nodos de la discretizacion y las
cargas, distribuidas y puntuales, a las que esta sometida la barra.
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Problema monodimensional genérico:

Para finalizar esta seccién incluimos un comentario para el caso de un problema mo-
nodimensional con condiciones de contorno genéricas y un término adicional. En concreto
consideramos el problema de hallar u tal que

_%(SE( )Z;‘) +ap(@)u(z) = f(z) z € (a,b) (119)
u(a) =0 (120)
SE(®) () + fu(t) = Fy (121)

siendo SE(z), ag(x), f(z) funciones y 3, F, constantes, que son los datos conocidos del
sistema. La formulaciéon débil se plantea como: encontrar u € V, 4 tal que

/abSE( ZZ(‘ZOZH/ ao(@)u(@)o(z)dz + Bu(b)o(b ):Lbf(x)v(x)dx+Fbv(b)
Yo € Vg (122)

de forma que la forma bilineal a presenta dos nuevos sumandos con respecto a (103).
Si se utilizan las mismas ideas de aproximacién observamos que ahora la matriz del sistema
la podemos escribir como:

K=K'+K?
donde K es la matriz que hemos calculado antes y K? es una nueva matriz que contiene los
otros términos. Estas matrices vienen dadas por:

ng] d%
/ SB(w) 2 (123)
K2 = [ as(@)es(a)ei(a)de + Bes(B)pi(h) (124)

Concluimos que en el caso general tenemos una matriz, K2, donde intervienen productos de
las funciones de base y, en algunos casos, términos frontera y otra, K, en la que intervienen
productos de sus derivadas.

En la préctica el calculo de las matrices y del segundo miembro del sistema, a partir de
la discretizacion del dominio y de las bases de elementos finitos, se lleva a cabo siguiendo
una metodologia estandar valida en dimensién superior. Esta metodologia se basa en la
construccion de las matrices elementales y su posterior ensamblado para obtener la matriz
del sistema. Describimos a continuacién este proceso para el problema monodimensional de
cargas sobre una columna, que estamos usando.

2.5 Implementacién efectiva del método de elementos
finitos

Reescribimos la formulacién débil del problema (107) teniendo en cuenta que basta imponer
la igualdad para los elementos de una base de V},, en concreto si consideramos las funciones
base ¢; ¢ =1,---, N tenemos:
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Z a0, 1) = (1) (125)

siendo u; las incégnitas de nuestro problema pues son los coeficientes de la solucién discreta
en funcién de la base (ver 106). Usando las expresiones de a y [ dadas en (103 -104)tenemos:

N L dQOJ d(pz L .
z::(/o SEE%dx)uj = /0 feidx + Fo;(L) Vi=1,---,N (126)
es decir
N

sistema de N ecuaciones lineales con datos

d(p] dgpz
Ry = / SE e dx da: (128)
bl:/0 feidz + Foi(L) (129)

que, utilizando la descomposicién del dominio siguiente
a=x0< Ty < X1 <T <Tyy1---Tn_1 < Ty = b se reescribe

ol ng] d%
> (/ SEI 4y ) (130)

= Z_: (/x: fsoid:r> + Fy;(L) (131)

y usando las expresiones de las funciones de base en el caso de elementos finitos P;, o
cualquiera que tenga el mismo soporte, observamos que

| Bl da j=i-1

/i SEgpégpédx—i—/ o SEQ.pidr j=1
Kjj=¢ """ i (132)

Ti41
[ SEl e j=i+1

0 en otro caso

b= [ fide + FiiL) (133)

i—1
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Tenemos pues que los coeficientes K;; se anulan para j # ¢ — 1,¢,2 + 1 de modo que las
ecuaciones 1, + 1 del sistema vienen dadas por

Kiicquia+ Kiu + Kt =b;
Kit1iu + Kip1 i1t + Kip1ipoUive = biga

Las integrales que hay que calcular en cada elemento [x;, z;41] son

Ki= [ SBgclde (134)
~ Tit1

Kitiit1 = / SE@; 10 dx (135)
K= [ SEp;p;da (136)
Kit1i :/ - SEgipide (137)
b = / " rode (138)

_ l’f:l
by = / T fpinds (139)

verificandose que B )
Kii = Kii + Ky

Se construyen las matrices elementales para el elemento [x;, z;,1] como
Ki_ Ki  Kiip
Kiri Kij1ipa

y el vector de segundo miembro elemental para el mismo elemento

a
b= ;"
(i)

Y el ensamblado de estas matrices y vectores da lugar a la matriz del método y al segundo
miembro global

f(i‘ Kii+1

Kivi Kipripn + Kiprinn Kigigo
Kiyaita Kitaito
4D,
bit1 + biya

bita + .
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De donde se puede dar la idea de la metodologia general para implementar el método,
que viene dada por:

1. Bucle en elementos de la malla calculando

e la matriz elemental [K’] 2 x 2 y del segundo miembro elemental [b°] 2 x 1.

e Incorporacion de las contribuciones de cada elemento a la matriz general de rigidez
K y al segundo miembro global b.

2. Finalizado el bucle, imposicién (bloqueo) de las condiciones de contorno.

3. El proceso termina con la resolucién del sistema lineal.

En los célculos anteriores nos hemos olvidado, a propoésito, de la condicion en el punto xy = 0
pues, por ser de tipo Dirichlet, el valor de la solucién es ese punto no es una incognita sino
conocida. Sin embargo en la practica los puntos con condiciones Dirichlet se tratan de modo
analogo al resto por dos razones fundamentales: para tener cédigos generales y porque en
dimensién superior no esta claro a priori, y dependeréd de la ordenacion de los nodos, a qué
ecuacion corresponden estos puntos. La eliminacion de esas ecuaciones obligaria a reordenar
la matriz y el segundo miembro y, en consecuencia, la reorganizacién de indices que en general
es un proceso costoso. Por ello existe un procedimiento mas sencillo que modifica el sistema
final bloqueando estas condiciones, esto es, multiplicando por un nimero muy grande el
coeficiente de la diagonal de esa ecuacién y el segundo miembro. De este modo, teniendo
en cuenta los ordenes de magnitud, se fuerza a que el valor de la solucién en ese punto sea
uno o cualquier otro multiplicando también el segundo miembro por el valor impuesto. Este
método tiene el inconveniente de que empeora el condicionamiento de la matriz y podria ser
necesario el uso de precondicionadores.

Una alternativa al bloqueo consiste en no ensamblar durante el bucle en elementos de la
malla aquellas ecuaciones correspondientes a nodos de frontera con condicién de contorno

Dirichlet.

2.6 Analisis del error del método de elementos finitos

Comentamos aqui algunos resultados que dan lugar a estimaciones de error para el método
de elementos finitos. Recordamos la formulacién del problema continuo dada por (102) y
la correspondiente formulacion de la solucién discreta dada en (105). Esta formulacién se
escribe en un marco abstracto que permite obtener propiedades de existencia y unicidad
de solucion asi como estimaciones de error. Puesto que la notacion abstracta general es la
misma enunciaremos aqui algunos resultados que seran utilizados también en los capitulos
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siguientes.

Teorema (conocido como lema de Lax-Milgram):

1. Sea V un espacio de Hilbert sobre R, dado por un producto interior que denotamos
(, ), cuya norma inducida denotamos por || ||.

2. Sea a : V xV — R una forma bilineal continua, esto es, lineal en las dos variables y
tal que M >0 /

la(u, v)| < Mlullllo]] Vu,v eV (140)

3. Sea [ : V — R una forma lineal continua, esto es, que IM’' >0 /

l(v)] < M'||v|]| YveV (141)

4. La forma bilineal a es coerciva (V-eliptica) que significa que 3¢ > 0 /

la(v,v)| > ¢|v|]* YwveV (142)

Entonces, existe un tnica funciéon u € V tal que
a(u,v) =1lv) YveV (143)

ademas se verifica que

!

M
Jull < = (144)

Observacién
En nuestro problema monodimensional se puede considerar, en el espacio V4, la norma que
viene dada por la energia, es decir

. ” 1/2
ol = [ spGoras) =t (145)

de modo que se podria comprobar que con las definiciones dadas en (103-104) se cumplen
todas las hipotesis del teorema de Lax-Milgram y tendriamos garantizada la existencia y
unicidad de solucién.

El resultado basico a la hora de obtener estimaciones de error es el Lema de Cea que
enunciamos a continuacion. Supongamos que utilizamos la misma notacién que antes y
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consideramos u;, aproximacién obtenida con el método de elementos finitos, esto es, u, € Vj,
verificando (105). En las condiciones del teorema de Lax-Milgram se verifica también que
existe solucion tinica del problema discreto.

Lema de Cea: con las notaciones y en las condiciones anteriores se verifica que

M .
o= uall < = inf [l v (146)

Observaciones

1. Lax-Milgram nos garantiza en nuestro caso la existencia de solucién del problema
continuo y del discreto.

2. Del Lema de Cea concluimos que uj es del orden de la mejor aproximacién en el
espacio aproximado, entendiendo la mejor aproximacion en el sentido de que, con la
norma elegida, es el elemento de V}, que menos dista de la solucion exacta wu.

3. A partir de los problemas que verifican u, u;, y del hecho de que V}, € V' es obvio que
se verifica que

a(u —up,vp) =0 Yo, €V (147)

es decir que la funcién u — uy es ortogonal, con el producto interior que estamos
considerando, al espacio V}, y por tanto la funcién u; puede ser interpretada como la
proyeccion ortogonal de u en el espacio V.

4. A la hora de obtener estimaciones de error (a priori) es habitual, en los casos posibles,
utilizar una funciéon concreta y conocida para vy; en concreto se utiliza la funcion
interpolante de la solucion exacta, esto es, el elemento de V}, que coincide con u en los
nodos x;, que denotaremos I, (u). Buscaremos entonces espacios V}, en los que el error
de la funcién interpolante sea pequeno, pues usaremos para acotar el error

M
lu = unll < —llu = Ia(u)]

5. Por iltimo mencionar que las técnicas para obtener un error mas pequeno son disminuir
el paso, lo que da lugar a lo que se conoce como h-convergencia, aumentar el grado k de
los polinomios, lo que se conoce como p-convergencia y requiere una mayor regularidad
de la solucién, o combinacion de ambas.

En el ejemplo monodimensional que estamos considerando, con elementos finitos P; po-
demos concretar una estimacién de error como sigue:

Proposicién:
Si la solucién u del problema continuo (102) es de clase C*(a,b) entonces

lu —up|| < Ch (148)
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siendo h = max{|z; — z;—1| Yi=1,--- N}y

C = /L max SE(z) max|u"(z)|
[0,L] [0,L]

A partir de esta estimacién observamos que el término en h puede ser controlado varidndolo
mientras que aparece un término que depende directamente de la regularidad de la solucion,
en este caso la derivada segunda de w. Asimismo quedaria garantizado que ||[u — u,|| — 0
cuando h — 0y la velocidad de convergencia es lineal, esto es orden h!. Ademds, si u”(z) = 0
la solucién seria un polinomio de grado menor o igual que uno en todo el intervalo. Con
elementos P; la recuperamos exactamente pues ||u — uy|| = 0.
Por 1ltimo senalar que si la solucién exacta es poco regular y no se garantiza la existencia de
la derivada segunda el analisis de convergencia puede llevarse a cabo en un marco funcional
menos exigente.

Otros espacios de elementos finitos 1D

Tal como hemos indicado anteriormente, una técnica para mejorar la aproximacién con-
siste en la eleccién de elementos con polinomios de grado mayor. Los elementos utilizados
se obtienen con k£ = 1 de la definiciéon genérica de elementos finitos P, dados en el espacio

Vh = {Uh S C([a, b])/vh(a) = 0, Uh|[zs,2i41] € Pk Vi € {1,2, .- ,N}}

polinomios a trozos de grado menor o igual a k. Por ejemplo para k = 2, caracterizar
univocamente un polinomio de grado menor o igual a 2 necesita 3 puntos. Se considera
entonces, ademds de los extremos del intervalo z;_, ;, los puntos medios z° = % Se
mejora la aproximacién pero se complican los calculos. En concreto los elementos de la base
son distintos para los puntos de los extremos y para los puntos medios.

==
11
[ —
=T
—
=
-
==
—
=
==
11
—

Estos espacios de elementos finitos, conocidos como de Lagrange Py, tienen el inconve-
niente de que las derivadas de las funciones de la base son discontinuas y, en consecuencia,
la derivada de la soluciéon aproximada también es discontinua. Si en el problema a resolver
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quisieramos obtener una mayor regularidad en la aproximacion deberiamos utilizar otro ti-
po de elementos, de tipo Hermite, que plantean como grados de libertad los valores de la
soluciéon y de su derivada en los nodos.
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4. Zienkiewicz, O.C.- Taylor, R.L. The finite element method. 5th ed.,Butterworth-
Heinemann, Oxford, 2000.



3. Introduccion al método de
elementos finitos para un problema
estacionario de transmision de calor

Este capitulo se dedica a la formulacién matemaética de problemas de tipo estacionario en el
campo de la transmision de calor, en concreto para dimensiones superiores n = 2, 3.

3.1 Formulacién de un problema modelo en dimensién
superior

Comenzaremos planteando el problema estacionario de transmisién de calor correspondiente
a un dominio sencillo.

Formulacién fuerte

Sea Q C R", n =2 ¢ 3, un abierto poliédrico de frontera 92 = I'; UT,, donde I'y N Ty = (.
El problema consiste en encontrar una funcién escalar u(z) (representando la temperatura

en cada punto del dominio x = (z1, ..., x,)) que verifique la ecuacién en derivadas parciales:
- Z 0 ”g )= f en ) (149)
i,5=1 ‘rl L

con condiciones de contorno:

(Dirichlet) u=0 sobre I'y (150)
(Robin) a_u +pu=g sobre Ty (151)
g
donde 8 = Z ajj=— 8 (siendo 7@ = (nq,...,n,) el vector normal unitario exterior a I'y),
Nq

2,7=1

47
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donde a;;, 4,7 = 1,...,n, son funciones acotadas de €2 en R, y donde (3, g son funciones
definidas sobre I's.

Por simplicidad hemos supuesto la condicién Dirichlet homogénea pero, como ya es conocido,
esta hip6tesis no implica pérdida de generalidad (con unas variaciones minimas pueden
tratarse las condiciones Dirichlet generales u = ¢ sobre I'y).

Un ejemplo que entra dentro de esta formulacién es (ver capitulo 1) el problema estacionario
de transmisién de calor en un cuerpo isétropo. En este caso u representa la temperatura
T del cuerpo €2 en consideracion. Utilizando esta tltima notacion el problema se escribiria
como:

—V.(kVT)=Q  en,
=0 sobre Ty, (152)
VT.ii+ 8T = g sobre I'y

donde k = k(x) es la conductividad térmica del medio y @) es una fuente de calor interno.

Formulacién débil (o variacional)

A partir del espacio conocido de las funciones de cuadrado integrable:

L2Q) ={v:Q — R /Q lo(2)|? dz < +o0} (153)
se definen los siguientes espacios funcionales (de Sobolev):

H(Q) = L*Q), (154)

H*Q) = {ve H Q) : g—” c H""1(Q), 1<i<n}  (parak=1,2...), (155)
o

donde la norma asociada se denotard por ||v||;q ¥ la seminorma correspondiente por |v| .

Se considera entonces el espacio funcional:

V:{veHl(Q) | v =0 sobre I'1 } (156)

Multiplicando la ecuacién (149) por funciones test v € V' e integrando sobre €2 se tiene:

= 0 ou
_i’jZZI/Qa—xi(aija—xj)vdx— /vadx, YoeV. (157)

Utilizando la formula de integracion de Green se obtiene:
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Z / Ou av - aft vdy = /vad:r, Yo eV. (158)

l]
P ax] 83:1 Ty 0N,

Reemplazando ahora la derivada normal por su valor (condicién de contorno Robin (151))
resulta:

Z/ ng g;; dac+/F Puv dy = /fvdIJr/ gvdy,  YweV. (159)
7 7 2

,j=1

Si definimos para todo u,v € V la forma bilineal a(u,v) y la aplicacién lineal I(v) en la
siguiente forma:

ou 0
a(u,v) = le/ ”39: ! dx+/ Buv dry (160)
l(v) = /vada:—i—/F gudy (161)

el problema (159) puede escribirse de manera abstracta como:

a(u,v) = Il(v), Yo e V. (162)

Finalmente debe notarse que, si los coeficientes a;; son simétricos, esto es, si a;; = a;;, Vi, j =
1,...,n, entonces la solucién del problema (162) puede caracterizarse como el tinico elemento
de V' que hace minimo el valor del funcional de energia:

J(v) = %a(v, o) — () (163)

Método de Galerkin

Para resolver nuestro problema a partir de su formulacién variacional (162) utilizaremos un
método de Galerkin. En este tipo de métodos, la idea fundamental consiste en reemplazar
el espacio de funciones V' (de dimensién infinita) por un subespacio de dimensién finita Vj,,
donde h es un pequeno parametro destinado a tender a cero, y aproximar la solucién u por
un elemento u;, € Vj, soluciéon del problema discretizado siguiente:

a(up,vp) = l(vy), Yoy, € V. (164)

Dado que V}, es un espacio de dimensién finita N, y B = {¢1, p2,...,¢n, } es una base de
dicho espacio, el elemento u;, € V), se puede escribir en funcién de la base en la forma:
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Ny,
up =y uip; (165)

donde (uy,us,...,uy,) son las coordenadas de u con respecto a la base By, por tanto,
determinan de manera unica al elemento u;, € V}. Asi, el problema (164) es equivalente a
encontrar los nimeros {u;} " tales que:

Np

Za(tpi,@j)ui = l((p]), VJ = 1,...,Nh. (166)

i=1

Si definimos la matriz K, = (k";) y el vector b, = (b]') cuyas componentes vienen dadas,
respectivamente, por:

0 O,
bt = a1, 0m) Z / za(;pl y dw+/ Borpmdy, — Lm=1,..., Ny, (167)
x] T )
b = l(@z)z/ﬂfsozd:H/F gprdy,  l=1,..., Ny, (168)
2
el problema (166) consiste en encontrar el vector solucién, que seguimos denotando de la
Uy
Uz
misma forma, u, = ] del sistema de ecuaciones lineales:
UN,

Khuh = bh. (169)

3.2 Formulacion del método de elementos finitos

El método de elementos finitos es, fundamentalmente, un proceso para construir espacios
V}, en los cuales la determinacién de las funciones de base sea sencilla, incluso en el caso de
dominios {2 con formas no simples. Lo que hace este método especialmente atractivo desde
el punto de vista numérico es que las funciones de base puedan tomarse polinomiales a trozos
y que sean nulas en todo el dominio €2 salvo en una pequena parte. La construccion de estos
espacios esta caracterizada por los siguientes aspectos:

e Se establece una triangulacion 7, sobre €, esto es, se subdivide € en un ntimero finito
N, de subconjuntos poliédricos (o elementos finitos) 7' que satisfacen las propiedades:

[¢]
— T es cerrado y T es no vacio y conexo, VI' € 7.

— La frontera OT es lipschitziana, VI € 7,.
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—a-yr

TeTy

— Si Ty # T, € 7, entonces T1 N1y = ().

— Cada parte en la frontera de un elemento 7' debe ser, o bien una parte de la
frontera 0€), o bien una parte de la frontera de otro elemento.

e A continuacién se identifican ciertos puntos (llamados nodos) en el dominio subdividido.
Estos puntos jugaran un papel fundamental en el método de elementos finitos. Entre
los nodos se incluyen, en general, todos los vértices de los elementos, pero a fin de
mejorar la aproximacién se pueden incluir también otros puntos (por ejemplo, los
puntos medios de las aristas). El conjunto total de nodos se denominard ¥, = {b;}2%.
El par formado por los elementos y los nodos se denomina malla de elementos finitos.

e Se procede finalmente a la construccion de las funciones de base {1, 2, ..., N, }
Para ello debemos tener en cuenta que el espacio finito-dimensional V}, debe ser un
subespacio de V' (en nuestro caso deben ser funciones de H'(f2)) y, ademds, debe
verificar las condiciones de contorno esenciales (en nuestro caso, la condicién Dirichlet
homogénea (150) ). Las funciones de base deben verificar las siguientes propiedades:

— Las funciones de base ; son continuas y acotadas.

— Hay un total de N}, funciones de base, esto es, una por cada nodo, y cada funcién
de base ; es no nula tinicamente en aquellos elementos que contienen al nodo b;.

1, sii=j
— 0i(b:) = .5 = ’ ’
2i(b;) = 0y 0, en otro caso.

— La restriccién ¢f de ¢; a cada elemento 7. € 75, es un polinomio.
A estos polinomios ¢, que trivialmente verifican ¢f(b;) = d;;,Vi,j = 1,...,n, se les
llama funciones de base locales. En consecuencia, cada funcién de base sera polinomica
a trozos y sélo tomara valores no nulos en una pequena region de €. Es claro que se
pueden construir las funciones de base globales ¢; a partir de la base local, simplemente
pegando juntas todas las funciones locales correspondientes al nodo i-ésimo.

Teniendo en cuenta estas propiedades, debemos observar que si escribimos una funcién
cualquiera vy, como:

Ny,
Up = Y Vi (170)
i=1

entonces se tiene:

vn(by) = Z}i%‘%(bj) = v; (171)
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esto es, las coordenadas de vy, con respecto a la base son los valores de v, en los nodos
correspondientes.

e Se denota por X, el espacio generado por los elementos de base {1, pa,..., 0N, } A
fin de que las condiciones de contorno esenciales sean contempladas, basta tomar como
Vi, el espacio:

Vi, = {un € X, | vy, verifica las c. c. esenciales }

= ({p; | p; verifica las c. c. esenciales }) (172)

En nuestro caso, debido al caracter poliédrico del dominio €2, el espacio V}, estara contenido
en el espacio inicial V: es lo que se denomina un método de elementos finitos conformes.
En otras ocasiones (por ejemplo, cuando el dominio es curvo) el espacio V}, puede no estar
contenido en V. Esto da origen a lo que se denominan elementos finitos no conformes. En
este capitulo, sin embargo, nos restringiremos a los elementos finitos conformes. Para ello,
vamos a describir varios elementos finitos poliédricos en R™, n = 2,3, que reciben el nombre
de elementos finitos rectos.

En este capitulo trataremos solamente de los llamados elementos finitos de Lagrange, que
son aquellos donde unicamente aparecen los valores de las funciones en los nodos. Frente
a estos elementos existen también (y seran estudiados en préximos capitulos) los llamados
elementos finitos de Hermite, donde se utilizaran, ademas de los valores de las funciones en
los nodos, los valores de algunas de sus derivadas.

3.3 Elementos finitos de Lagrange

Sea T C R"™ un conjunto compacto, conexo y de interior no vacio. Sea ¥ = {a;}¥; un conjun-
to de N puntos distintos de T'. Sea P un espacio vectorial de dimensién finita compuesto por
funciones de T" en R. Se dice que X es P-unisolvente siy sélo si, dados oj € R, j =1,..., N,
existe una tnica funcién p € P tal que p(a;) = o, Vj =1,...,N. Si ¥ es P-unisolvente, a
la terna (T, P, X)) se le llama elemento finito de Lagrange.

En consecuencia, dado un elemento finito de Lagrange (T, P,Y), existe para cada i =
1,..., N, una unica funcién p; tal que p;(a;) = d;5, Vj = 1,...,N. A este conjunto de
funciones se le denomina funciones de base.

Por otra parte, si v es una funcién definida de 7" en R, existe una tnica funciéon p € P tal
que p(a;) = v(a;), Vj =1,..., N. Esta funcién puede escribirse como p = >N, v(a;)p;.

El operador Il que lleva v en p se denomina operador de P-interpolacion, y al elemento

p=Ilp(v) = Zv(ai)pi (173)

i=1
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se le llama P-interpolante de Lagrange de v sobre .

Ya estamos en condiciones de definir distintos tipos de elementos finitos de Lagrange para
resolver nuestro problema. Estudiaremos esencialmente los elementos finitos simpliciales y
los rectangulares, aunque se pueden construir de manera similar otros tipos de elementos
finitos (por ejemplo, los prismdaticos):

Elementos finitos simpliciales

Para cada entero k > 0 vamos a denotar por P el espacio de todos los polinomios de grado
menor o igual a k£ con coeficientes reales en las variables x1, ..., x,. El espacio vectorial P,
n+k

1 ) . Entonces, si p € Py, existen unos coeficientes reales 7, .a, tales

tiene dimension (

que:

prx=(xy,...,2,) € R" — p(z) = Z Yoron it 0 € R (174)
a1 +...+an<k

Dado un subconjunto S C R"™, se define el espacio Py(S) como el espacio formado por las
restricciones a S de los elementos de Py, esto es, son polinomios de grado menor o igual a &
pero definidos sélo en el conjunto S.

Sean n + 1 puntos a; = (a})i-; € R", j =1,...,n+ 1, tales que la matriz
a;  aj a111+1
A= in in n (175)
a/l a2 .. a/n+1
1 1 1

es inversible (esto equivale a decir en n = 2 que los puntos no son colineales, y en n = 3 que
los puntos no son coplanarios). Se define un n-simplez T' en R™ como la envolvente convexa
de los n + 1 puntos, que se denominaran vértices. Asi,

n+1 n+1
T:{x:ZAJaJ|Z)\j:1,0§)\]§1, ijl,,n—Fl} (176)
j=1 j=1

En nuestro caso particular, un simplex en R? se corresponde con un tridngulo y un simplex
en R? con un tetraedro.

Dado un punto cualquiera x perteneciente a un n-simplex, las coordenadas baricéntricas
Aj = \;j(z) (también llamadas coordenadas de drea en R? o coordenadas de volumen en R?)
de x con respecto a los vértices a; son las inicas soluciones del sistema de ecuaciones lineales
siguiente:
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n+1
Zaij)\j:xi, izl,...,n, )\1 T
g=1 : :
s Al =] ¢ (177)
n+1 )\n Tn
Z >‘j =1 )\n+1 1
j=1

En consecuencia, y dado que la matriz A es inversible, las coordenadas baricéntricas son
funciones afines de las coordenadas de x:

n+1
)\1(.73) = Zdijxj—{'di,n—s—la 1= 1,...,7’L+1, (178)

j=1
donde la matriz D = (d;;) es la inversa de A.

El baricentro o centro de gravedad de un n-simplex T es aquel punto cuyas coordenadas
baricéntricas son todas iguales a n%rl

Si T es un n-simplex y k es un entero positivo, el subconjunto de puntos de T

1 k—1
Se={o €T | (@) € {0, == 1} V=1 n+1} (179)

se llama reticulo de orden k de T, y su nimero de elementos coincide con la dimension de

P(T). De esta forma, puede demostrarse que ¥, es Py (T)-unisolvente y, en consecuencia, a
cada punto a, de ¥ dado por la expresion:

1 n+1 n+1
=7 >y, Y py =k, (180)
j=1 j=1

se le asocia una funcién de base p, definida por:

n+1 1 pi—1

Pu(t) = l:[ P l:[ (kAj(x) —1) (181)

que cumple que p,(a,) =1y que p,(a,) = 0 para todo a, € X, tal que a, # a,.

Esto nos permite definir los elementos finitos simpliciales de grado k. Los elementos mas
comunes en la practica son los de grado bajo k=1,2 6 3.

Ejemplos mas usuales
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e El n-simplex lineal (k = 1):

Para un simplex T, se consideran Pr = Py(T), espacio de dimensién n + 1, y Xp =
{a1,...,an41}. (En el caso n = 2 se denomina tridngulo de Courant. Para n = 3 se
llama tetraedro lineal). En estas condiciones, y con las definiciones usuales, cualquier
polinomio p € P;(T) puede escribirse de la forma:

n+1

p= Z: plai) (182)

donde los n + 1 coeficientes p(a;) se denominan grados de libertad y las funciones de
base son las n + 1 coordenadas baricéntricas {1, ..., Ay}
e El n-simplex cuadratico (k = 2):

Si llamamos a;; = %(a,- +aj), i1 #j=1,...,n+1, alos puntos medios de las aristas
de n-simplex 7', se tiene que cualquier polinomio p € P»(T') puede escribirse como:

n+1
p=>_p(a)X(2X\ — 1)+ > 4p(a;) i), (183)
i=1 i<j
para ello basta tener en cuenta que Ag(a;;) = %(5;% + 0y;j). Esta identidad permite

definir el n-simplex cuadrético, en el que se toman Pr = Py(T) y X ={a; | 1 <i <
n+1}U{a; |1 <i<j<n+1}. La dimension de Pres 3(n+1)(n+2). (En el caso
n = 2 la dimensién es 6, y en el caso n = 3 la dimensién es 10).

En estos elementos finitos, los grados de libertad son los coeficientes p(a;), p(a;;) y las
funciones de base son {\;(2\; = 1) [ 1 <i<n+1}U{d\)\; |1 <i<j<n+1}.
e El n-simplex cibico (k = 3):

Si definimos a;;; = %(2@,- +aj), i # J, aijp = %(ai +a; + ax), i < j <k, se tiene que
cualquier polinomio p € P3(T') puede escribirse como:

n+1 1

9

i=1 1#£]
1<j<k

lo que permite definir el n-simplex ctbico. La dimension de Pr viene dada por %(n +
1)(n+2)(n+3). (En el caso n = 2 la dimensién es 10, y en el caso n = 3 la dimensién
es 20).
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e El n-simplex ctbico reducido:

Puede probarse que los grados de libertad relativos a los nodos a;;, pueden ser elimi-
nados en el n-simplex cibico. Esta eliminacién lleva a un nuevo elemento finito cuyo
espacio de polinomios es Pr = P4(T') determinado por los nodos a;, 1 <i<n+1y
los puntos a;;;, 1 <i# j <n+ 1. En este caso, cualquier polinomio p € P4(7T") puede
escribirse como:

n+1 1

27
i=1 j.k<i
9 27
+ D pla) {5AA BN — 1) 4+ = > A}
i#j 2 4 k#i,j

Este espacio es tal que P(T) C P§(T) C P3(T) y su dimensién en (n+1)% (En el caso
n = 2 la dimension es 9, y en el caso n = 3 la dimensién es 16).

Elementos finitos rectangulares

Para cada entero k& > 0 denotamos por () el espacio de todos los polinomios reales que
tienen grado menor o igual a k con respecto a cada una de las variables x4, ..., z,. Esto es,
si p € Qi entonces es de la forma:

k
prx=(x1,...,7,) ER" = p@)= > Vay.anti... 20" €ER (186)

at,...,an=0

El espacio vectorial @, tiene dimensién (k+1)™ y se verifican de manera trivial las inclusiones
P, C Q) C P,;. De manera andloga al caso anterior, dado un subconjunto S C R"™ de interior
no vacio, se define el espacio Q(S) como el espacio formado por las restricciones a .S de los
elementos de Q.

Un polinomio p € @y esta univocamente determinado por los valores que toma en el conjunto
de puntos:

My ={a= (%%%) eR"|i;€{0,1,... .k}, Vi=1,...n} (187)
Sean dos puntos ¢ = (¢;), d = (d;) € R" tales que ¢; < d;, Vi = 1,...,n. Se define un
n-rectangulo 7" en R™ como:

T:H[ci,di] ={z=(21,...,2,) | <a; < d;, Vi=1,...,n} (188)

i=1
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n=3

n-simplex lineal i
n-simplex cuadratico i
n-simplex ctibico I
n-simplex ctibico reducido i

Figura 1: Elementos simpliciales
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En particular, un rectdngulo en R? se corresponde exactamente con nuestra idea intuitiva
de rectdngulo y un rectangulo en R? con un paralelepipedo recto.

Dado un n-rectangulo 7', existe una tnica aplicacién afin Fr(z) = Bra + by, donde Br es
una matriz diagonal y br es un vector de R", tal que T' = Fr([0,1]"). Dado que M} es un
subconjunto de [0, 1]", es claro que cada polinomio p € Qx(T) estd univocamente determi-
nado por los valores que toma en el conjunto My(T') = Fr(Mjy), esto es, el conjunto M (T)
es Qr(T)-unisolvente. Este hecho nos permite definir los elementos finitos rectangulares de
grado k. Como en el caso de los elementos simpliciales, los elementos méas utilizados son los
de grado bajo k =1,2 6 3.

Ejemplos méas usuales

e El n-rectangulo bilineal (k = 1):
Para un rectdngulo 7', se consideran Pr = Q1(T), espacio de dimensién 2", y Y =
M(T)={a;|i=1,...,2"} (esto es, todos los vértices de rectangulo).

Por ejemplo, en el caso n = 2, en que el conjunto X7 esta constituido por los cuatro
vértices del rectangulo, las funciones de base para el rectdngulo de referencia 7T,y =
[0, 1]% vienen dadas por:

01(z1,22) = (1 — 21)(1 — x3), (189)
P21, 22) = 21(1 — 22), (190)
P3(T1, 02) = 122, (191)
a1, 22) = (1 — 21)22 (192)

En el caso general en que T es un rectangulo cualquiera, las funciones de base se
obtienen componiendo las funciones relativas al rectangulo de referencia con la apli-
cacién afin Fr. (En dimensién n = 3 el conjunto estd formado por los 8 vértices del
paralelepipedo.)

e El n-rectdngulo bicuadratico (k = 2):

Se toman Pr = @Qy(7), espacio de dimensién 3", y Xr = My(T). (Por ejemplo, en el
caso n = 2 el conjunto Xp tiene nueve elementos, que son los cuatro vértices, los cuatro
puntos medios de cada arista y el centro de gravedad del rectangulo. En el caso n = 3
el cardinal del conjunto se eleva a 27).

Las funciones de base se construyen de forma analoga al caso anterior.

e El n-rectdngulo bicuadratico reducido (Familia ”serendipity”):

Al igual que en el caso de los elementos simpliciales, se puede reducir el nimero de
grados de libertad, eliminando los nodos interiores, y se toma Pr = Q4(T), el espacio
correspondiente a los nodos restantes. Este espacio verifica que Po(T") C Q4(T). (Por
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ejemplo, en el caso n = 2 el espacio tiene dimension 8 - pues se ha eliminado el centro
de gravedad - y en el caso n = 3 tiene dimension 20).

3.4 Los espacios de elementos finitos

Vamos a dar a continuacién una breve descripcion de los espacios de elementos finitos gene-
rados por los elementos de Lagrange {(T, Pr, ¥7)}rer, -

Si denotamos por X;, = U Y7 el conjunto de los N, nodos de la triangulacién, se define el
TET),
espacio de elementos finitos asociado:

Xh—{’l)hEO( ) | Uh|T€PTa VTGTh} (193)

Para todos los elementos finitos que hemos estudiado en el apartado anterior (simpliciales,
rectangulares y reducidos) se verifica que

X, cC@Q)nHYQ) (194)

De esta manera, cualquier funcién de X estd inicamente determinada por el conjunto de
sus valores en todos los nodos de ¥, = {b; | i =1,..., N, }.

Recordemos que en apartados anteriores habiamos reducido nuestro problema a encontrar
el vector wuy, solucién del sistema de ecuaciones lineales (169), esto es, Kj uy = by, donde la
matriz K, = (k") y el vector b, = (b}') se pueden calcular ahora como:

O Op,,
kb= Z/ el d x+/r26golgomd7 (195)

5
ii=1 83:] ZT;

= Z{Z/ a%agpmd /FM Beiet, dv}

e=1 i,j=1
_ e
- kal
e=1

b = /f@ldﬂ?Jr/F g1 dy, (196)

Por lo tanto, el calculo efectivo de la matriz de rigidez K}, y del vector de carga by, se reduce
a evaluar las matrices de rigidez elementales K;° = (k¢,) y los vectores de carga elementales
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2-rectangulo bilineal 3-rectangulo bilineal
- [ ]
® [ ) [ ]
[ - [ [
[ ] [ J [ ] L 4
[ ] [ J ®
[
2-rectangulo bicuadratico 3-rectangulo bicuadrético
[ ] [ ]
[ ] [ ] L 2
[ ] [ ]
2-rectangulo bicuadratico reducido 3-rectangulo bicuadrético reducido
[ ] [ J [ J o [ ] [ ]
[ ] [} [} ® [ ] [ ]
2-rectangulo bictbico 2-rectangulo bicibico reducido

Figura 2: Elementos rectangulares
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ble = (bf), v a sumar estas contribuciones para todos los elementos. Dado que ¢f son las
funciones de base locales correpondientes al nodo 4, es claro que los coeficientes k¢, y b7
seran nulos siempre que los nodos m y [ no pertenezcan al elemento 7, lo cual ocurre casi
siempre. De aqui se deduce que, en particular, la matriz K} tiene muchos coeficientes nulos
(matriz hueca) y que, si se hace una renumeracion razonable de los nodos, la nueva matriz
tendra una estructura de banda en la que los elementos no nulos estan agrupados alrededor
de la diagonal principal, lo cual favorecera grandemente la resoluciéon numérica del sistema

(169).

Por otra parte, la solucién que buscamos también debe verificar las condiciones de contorno
esenciales, en nuestro caso la condicién Dirichlet homogénea (150), esto es debemos buscar
la solucién en Vj, tal como lo definimos en (172). En nuestro caso la imposicién de esta
condicién uy = 0 sobre I'y, se traduce en bloquear en aquellos nodos b; tales que pertenecen
a I'y el valor de u; con el valor exacto dado por la condicién de contorno. Por tanto, bastara
hacer los u; = 0 en todos aquellos nodos b; € I';.

3.5 Estimacion del error

En esta seccién se presenta un breve analisis del error que permita, por una parte, probar la
convergencia del método y, por otra, dar estimaciones encaminadas a controlar el error. Se
presentan por ello dos tipos de estimaciones del error: a prioriy a posteriori.

En primer lugar se dan estimaciones del error a priori que prueban que el método de elementos
finitos suministra la mejor aproximacién posible de la solucién en un cierto sentido. Estas
estimaciones implican que el error de la aproximacion de elementos finitos puede ser hecho
arbitrariamente pequeno refinando la malla, suponiendo que la solucion sea suficientemente
regular para permitir que el error de interpolaciéon tienda a cero cuado la malla se refine.

Después se presentan estimaciones del error a posteriori que acotan el error cometido en la
aproximacién de elementos finitos en términos de los errores residuales. Con este tipo de
estimaciones es posible controlar adaptativamente el error y obtener la precision deseada,
mediante un refinamiento adecuado de la malla.

Estimaciones de error a prioiri

Sea (2 un dominio que suponemos dividido en N, elementos finitos del mismo tipo geométrico
y con el mismo grado de aproximacion. Esta malla de elementos finitos puede generarse a
partir de un unico elemento de referencia T y de una aplicacién afin Fr que transforma T
en cada uno de los elementos 7" de la malla:

Fr:ieT— Fp(i)=Bri+br=xeT (197)

Cuando dos elementos T" y T estan relacionados por una aplicacion afin se dice que son
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elementos afin equivalentes.

Vamos a adoptar en siguiente convenio de notacién: toda funcién continua v definida sobre
T esta biunivocamente asociada a una funcién continua © definida sobre T dada por la
composicién de v y Fr, esto es:

o(z) = v(Fr(z)) = v(x), Vi el. (198)

El tamano y la forma relativos de un elemento arbitrario 7' se cuantifican por medio de las
dos constantes:

hy = diam(7T) = inf{didmetros de esferas conteniendo a 7'} (199)

pr = sup{didmetros de esferas contenidas en 7'} (200)

1 denotam =hsvy p= ps ueden estimar norma matrici T vV Su inver
Si denotamos h = h; i, se pueden estimar las norma matriciales de By y s ersa
en funcién de las caracteristicas geométricas de Ty T

ht
|Brll> < 5 (201)

- h
I1Br~Hl2 < P (202)

Estimaciones locales de error de interpolacién

Teniendo en cuenta la definicién de elementos afin equivalentes y de operadores de interpola-
cién es facil probar que si T y T son afin equlvalentes entonces los operadores de interpolacién
respectivos II y Il son tales que I1(0) = HT( ).

Recordemos que para las aproximaciones de Galerkin, el error ||u—uy,|| medido en una norma
apropiada puede acotarse superiormente por el error de interpolacién ||u — @y, siendo 1y,
la interpolante de u en V}. Vamos a dar a continuaciéon una estimacion general del error
de interpolacién local ||[v — Iy (v)|| para funciones definidas sobre un tnico elemento 7.
Esta estimacion se usara posteriormente para obtener una estimacion global para funciones
definidas en todo €.

Resultado 1: Sea (7', Pr, ¥r) un elemento afin equivalente a (T, P, f]) Sean k y m _enteros
no negativos tales que H*(T ) ¢ C(T), HY(T) Hm(T) y P(T) ¢ P ¢ H™(T). Sean
Iy 1 los operadores de interpolacién asociados a Y7 y Z respectivamente. Entonces, para
cualquier funcién v € H*(T') se verifica que la seminorma:

k+1

hrp
v — 7 (V)| < C V|17 (203)

T
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donde C' es una constante que sélo depende de T y I1.

Estimaciones de error para problemas de segundo orden

Dada una funcién v € C(£2) consideramos su interpolante @y, en el espacio de elementos
finitos X, en la forma:

Np

on(x) = v(b) i) (204)

i=1

donde ¢; eran las funciones de base globales que generaban el espacio Xj,. Se define el ope-
rador de proyeccién I, mediante la expresion I1j,(v) = 0p,. Por el modo en que se construyen
las funciones de base ¢; a partir de las funciones de base locales ¢§ es claro que la restriccion
de I1,(v) a un elemento T, es Iz, (v).

Estamos interesados en estimar el error para problemas de segundo orden, asi que debemos
obtener estimaciones de ||u — v;||1,0 para cualquier vy, € Vj,. A continuacién, y de acuerdo
con el Lema de Cea, basta elegir vy, = II;,(u) y deducir una cota del error de interpolacién
para ||u — Iy (u)||1 0

Comenzaremos definiendo lo que se entiende por familia reqular de triangulaciones: Se dice
que {7,} es una familia regular de triangulaciones de €2 si se cumplen las condiciones siguien-
tes:

Todos los elementos finitos de todas las triangulaciones son afin equivalentes a un
mismo elemento de referencia (T, P, 3).

Para todo par (Tl’, TQ) de caras de T'y para toda F aplicacién afin inversible de R™ tal
que T} = F(T}) se tiene que X N7} = F(XNT!) y ademds se verifica {Diy | D€ P} =

{(po Py | p € P}

h = maxhy — 0.
Ter,

Existe una constante o > 1 tal que:

h
Vh, VT €m, — <o. (205)
Pr

En estas condiciones puede probarse el siguiente resultado:

Resultado 2: Sea € un abierto poliédrico de R", (n < 3). Sea {7;} una familia regular de
triangulaciones de Q asociada a un elemento finito de referencia (T, P, ). Se supone que
existe un entero k > 1 tal que P,(T) € P ¢ H'(T). Entonces el método de elementos finitos
es convergente, es decir, la solucién wuy, del problema discretizado (164) converge a la solucién
del problema variacional (162) en la norma:
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lim [ —up|[10 =0 (206)

Ademas, el método es, al menos, de orden k, esto es, existe una constante C' > 0 indepen-
diente de h tal que, si la solucién u pertenece a H*(Q) entonces:

[ — upll1,0 < C B [ule10 (207)

Puede ocurrir en la prictica que la solucién u sea poco regular y no pertenezca a H*1(Q).
Por ejemplo, en un problema en R?, el uso de elementos finitos simpliciales cuadréticos
(tridngulos) con seis nodos significard que k = 2 y por tanto que k + 1 = 3. Pero, con la
regularidad supuesta, la seminorma |ul3 o no tendria sentido. Estas dificultades se pueden
solventar considerendo el siguiente corolario:

Resultado 3: Si {7, } una familia regular de triangulaciones de {2 asociada a un elemento finito
simplicial o rectangular de orden k, entonces el método de elementos finitos es convergente.
Ademas, existe una constante C' > 0 independiente de h tal que, si la solucién u pertenece
a HFYQ), 1 <1<k, se verifica:

lu = uplli0 < Ch ulio (208)

(Por ejemplo, para el tridngulo lineal se obtiene [ = 1, para el tridngulo cuadréatico 2 <[ < 3,
para el rectdngulo bilineal [ = 2 y para el rectdngulo bilineal “serendipity” 2 <1 < 3.)

Estimaciones de error a posteriori: Mallas adaptativas

En la aplicaciones es frecuente que, debido a la naturaleza de los datos, una solucién de
un problema de valor frontera sea poco regular. Una manera de solventar esto es lograr un
refinamiento local en aquellos subdominios donde sea necesario. La idea es hacer los célculos
de elementos finitos en una malla provisional y deducir una estimacion a posteriori del error,
que indicara que parte de esa malla conlleva los mayores errores. Usando esta informacion
se refina localmente la malla y se repite el calculo de la aproximacion de elementos finitos
hasta que se obtenga la precision deseada.

Vamos a considerar el caso de la ecuacion del calor con condicién Dirichlet homogénea en
toda la frontera

2 0%u

u=20 sobre 0f2,
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y una triangulacién uniforme 75,. Supongamos que u;, es una solucién de elementos finitos y
que &, es el conjunto de aristas de los tridngulos T' € 73, que estan en el interior de €.

Si sustituimos uy en la ecuacion diferencial en su forma continua, se tiene un residuo ya que
esta no se cumple de manera exacta. Ademas, u, difiere de la solucién continua en que Vuy,
presenta saltos en las aristas. Los residuos:

Rr = RT<U}L) = Auh + f, para T e Th, (210)
Rg = Re(uy) = [ﬁuh].ﬁ, para E € &, (211)

van a intervenir en la mayoria de los estimadores del error. Hay distintas maneras de construir
estos estimadores:

Estimadores residuales:

Si se define

1
Rr = {h7|Brllsz + 5 > helRellie}? VI emn, (212)
2 EcoT

se tiene la estimacion a posteriori siguiente:

Resultado 4: Existe una constante C' > 0 tal que

lu—upllio<C Y RS (213)

TeT)

Estimadores basados en un problema local de Neumann:

Sobre cada elemento T se resuelve un problema variacional local correspondiente a:

{ —Az = Ry en T, (214)

Vi = Rg sobre cada E € O0T.

Si se amplia el espacio de aproximaciones usando polinomios de mayor grado, entonces la
norma ||z||;r permite construir estimadores a posteriori.

Estimadores basados en un problema local de Dirichlet:

Sobre cada elemento T' se resuelve un problema variacional sobre

wr={T"€ 1, | Ty T' tienen una arista en comtn } (215)

El problema variacional local corresponde a:
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{ —Az = Ry en wr, (216)

Z=up sobre Jwr.

Si se amplia de nuevo el espacio de aproximaciones con polinomios de mayor grado, entonces
se puede probar que la norma ||z — up||1 ., suministra un estimador.

Estimadores basados en el promediado:

Se construye una aproximacion continua & de Vu en un proceso de dos pasos. En cada nodo
de la triangulacion &), es un promedio ponderado de los gradientes Vuy, sobre los elementos
que lo contienen, donde el peso es proporcional a las medidas de los elementos. Después se
extiende 7} a todo el elemento por interpolacién lineal. La norma de la diferencia ;, — Vg
puede usarse como estimador.

En los céalculos con elementos finitos donde se usa refinamiento local de la malla, se comienza
con una malla grosera y se refina sucesivamente hasta que el estimador es mas pequeno que
una cota prescrita para todos los elementos de la malla. En particular, aquellos elementos
donde los estimadores dan los valores més grandes son los que deben ser refinados.

Elementos isoparamétricos

Para el tratamiento de problemas sobre dominios con frontera curva es necesario el uso de
elementos con lados curvos si queremos obtener una buena aproximacion. Por esta razén se
introducen las asi llamadas familias isoparamétricas de elementos finitos, que generalizan las
familias de elementos finitos afines (con lados planos).

Para las triangulaciones generales, los elementos isoparamétricos juegan un papel fundamen-
tal en la frontera, pero a menudo también son usados en el interior ya que permiten trabajar
con elementos finitos de forma arbitraria.

Los elementos finitos isoparamétricos se construyen a partir del elemento finito de referencia
T mediante una aplicacion biyectiva Fr que transforma el elemento afin de referencia T en
el elemento isoparamétrico 7. Si la funcién Fr es afin (polinémica de grado 1) entonces T
también lo es, pero en el caso de funciones apropiadas Fr (polinémicas de grado superior)
es cuando se obtienen los elementos con lados curvos.

Una teoria de error analoga a la del caso afin puede ser obtenida para las familias isoparamé-
tricas de elementos finitos.

3.6 Implementacién efectiva del método de elementos
finitos

Por simplicidad, nos centraremos en el estudio del problema en dimensién n = 2. Vamos a
ver como se organizan los célculos para construir la matriz K}, y el segundo miembro by, del
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sistema lineal (169) si elegimos, por ejemplo, un espacio de elementos finitos triangulares de
Lagrange de grado k£ = 1, es decir, si:

Vi, = {’Uh € O(Q) | Up|T € Pl(T), VT € Thy Unry = O} (217)

Por el momento vamos a realizar los calculos sin considerar la condicién de contorno Dirichlet
homogénea. El método que describimos reposa en dos conceptos fundamentales: las matrices
elementales y el ensamblado.

Recordemos que el problema discretizado se escribia de la forma:

auhavh
; dr + | Pupvy dy fondx+ | gupdy, Yoy, € V. (218)
$ (2% [ oty [ s [ o, e

Comenzaremos considerando el primer sumando de esta igualdad. Vamos a descomponer las
integrales sobre {2 en una suma de integrales sobre todos los elementos de la triangulacion,
en la forma:

Z/ (9uhc%h Z/ (Vuop) EVuy, dx (219)

'L]
i,j=1 a‘rﬁ ax’ Ter,

donde:

8’l)h
o ( ai; Qi >’ Y, = ( gii ) (220)

a1 Q22 973

Si al, al, al son los vértices del tridngulo T'y myr, maor, mar son sus indices respectivos
en la numeracién de los nodos de 73, esto es, al = by, i = 1,2,3, entonces para todo
vy, € V}, se tiene:

3 un(ay)
onir = 3_on(ai )i = (T 5 »}) Uh%; = (P") vy (221)

donde recordamos que cada polinomio p! es el tinico de grado menor o igual que 1 tal que
pz ( ) = 51]

Por consiguiente, en cada elemento T"

Ay, 3 T\ 9P
vvh — ( gi}lb ) — ( i= 1vh(a7, )8;5% ) — (DPT)tUT (222)

Oxa E?:l Un (a;[) 81;2
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donde la matriz DPT = (d,;) viene dada por:

opr
di; = —~, i=1,2,3, j=1,2. 223
J axj ? j ( )
Entonces
i = DP"E(DP d 224
z]zl/ Jaxa axz TeZ ) e (224)
Th

= Y () /T DPTE(DPT) deyuy

TET),

Razonando de manera andloga para los otros términos de la igualdad (218), esta se trans-
forma en:

S (or) / DPTE(DPT) dz + BPT(PT) dyyur (225)

Tem, oTNI'y

— 3 (ur {/ Pdex—i—/ PTgdy}, Vor.
ETh

T

La matriz 3 x 3

KT = / DPTE(DPTY dx + BPT(PT) dy (226)
T

oTNI'y

se llama matriz elemental del elemento T', y el vector 3 x 1

by = / PTfdx + / PTgdy (227)
T AT,

se llama sequndo miembro elemental del elemento T

El cdlculo de las integrales que intervienen en K y en b} se realiza, en general, mediante
formulas de integraciéon numérica. Se puede dar una teoria matematica que permite probar
que el orden de error no aumenta siempre que se emplee una férmula conveniente, que
dependera del tipo de elemento finito utilizado.

Por otra parte, si v es un vector de N}, componentes, entonces existe una matriz W7 tal que

T UmlT
Wiv=1| vy, | =vr (228)

Umgr
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siendo W7 la matriz 3 x N, dada por:

0 ...0 ...0 ...1 ...0...0...0
whi=10 ...1...0 ...0 ...0 ...0 ...0 (229)
0 ...0 ...0 ...0 ... 0 ... 1 ...0

donde los unos estan situados en las columnas my7, mor, msr, respectivamente. Es decir, la
matriz W7 extrae del conjunto total de Nj, grados de libertad a los 3 que corresponden al
elemento T

De este modo, la ecuacion (225) puede escribirse como:

() [ S (W)Y /T DPTE(DPT) dx + BPT(PTYt dy}W T uy, (230)

Ten, oTNI's

= ) [ W Prdes [ Pgdny) v,

TeTy

que de manera condensada puede escribirse como K}, u, = by, donde

K, = Y WH'KfwT, (231)
TeTy

o= > (W', (232)
Ter,

Estos cédlculos finales se conocen con el nombre de ensamblado de la matriz y del segundo
miembro.

Condicion Dirichlet: Bloqueo de los grados de libertad

Los célculos realizados hasta ahora corresponden a un problema discretizado que no ha
tenido en cuenta la condicién Dirichlet en la frontera I';. Sélo se ha tenido en cuenta dicha
condicién cuando se han eliminado los cédlculos integrales en dicha frontera. Por tanto, se
ha utilizado un espacio de aproximaciones mas grande que el adecuado, puesto que no todas
las funciones de base (p; verifican la condiciéon Dirichlet homogénea u = 0 sobre T'y.

Eliminar estas funciones de base correspondientes a los nodos que estan en I'y es equivalente
a eliminar las ecuaciones y las incognitas correspondientes, pero esto resulta muy costoso
numéricamente. Un procedimiento equivalente mas sencillo consiste en sustituir la ecuacion
i-ésima (siendo b; cada nodo de I't) por la ecuacién u; = 0.

Lo que se hace en la practica es algo numéricamente equivalente a esto, para no modificar
los coeficientes de dichas ecuaciones, y que consiste en multiplicar el coeficiente diagonal
kR por un niimero muy grande (por ejemplo, x = 10') y sustituir la componente b} por
0. (Esto sirve también para tratar el caso de condiciones Dirichlet no homogéneas u = ¢
sobre I'y, en ese caso basta con sustituir la componente i-ésima b del segundo miembro por
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el producto del valor exacto ¢(b;) que debe tomar la solucién por el niimero x por el cual
hemos multiplicado k. )

Integracion numérica

Un punto clave en la implementacién del método de los elementos finitos es la construccion
de la matriz de rigidez y del vector de carga, y esto requiere que un ntumero de términos
sean integrados, generalmente, sobre el elemento de referencia.

Es necesario aproximar el valor de cada una de esas integrales. Para ello deben tenerse en

cuenta dos criterios:

e ¢l grado de aproximacién ha de conocerse a priori

e debe ser facilmente implementable

La base de la mayor parte de los esquemas de integracién numérica es la identificacion de
ciertos puntos conocidos como nodos de cuadratura (donde el valor de la funcién es calculado)
y la especificacién de un conjunto de pesos (uno por cada nodo).

Supongamos que la integracién se realiza sobre el elemento de referencia; entonces, si los
nodos de cuadratura se denotan por &, [ = 1,...,7, v los pesos respectivos por w;, [ =
1,...,r, una férmula de integraciéon numérica de orden r es una expresién de la forma:

/T h(z) dz =~ iwl h(&). (233)

La principal cuestién que se debe resolver a la hora de elegir las formulas de cuadratura es la
de encontrar condiciones suficientes que aseguren que el orden de convergencia en ausencia
de integracién numeérica no se ve alterado por el efecto de su utilizacion.

Un resultado en ese sentido para el caso de problemas de orden 2 es el siguiente:

Resultado 5: En las condiciones usuales, se sigue teniendo convergencia de orden k, esto es,

lu = unllo < Ch* fulpir0 (234)

siempre que la férmula de cuadratura utilizada sea exacta para todos los polinomios de grado
2k — 2.
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4. Problemas evolutivos y no lineales
en transmisién de calor

4.1 Introduccion

Para describir como se utiliza el método de elementos finitos en problemas evolutivos utili-
zaremos un problema marco de transmision de calor en régimen transitorio. Este problema
se rige por una ecuacion que es de tipo parabdlico y que aparece también en otros contextos
distintos al térmico, por ejemplo, en la evolucion temporal de las concentraciones de reacti-
VOS en procesos quimicos sin reaccion.

Previamente al planteamiento del problema térmico evolutivo, y para resaltar las novedades
que surgen en su resolucion numérica con elementos finitos, retomamos el problema estacio-

nario analizado en el capitulo 3.

Para simplificar suponemos que tenemos un medio isétropo. Esto es:

- Z aij Ou =f en Q (235)
hJ= 1 (9
siendo
k 1=y
al-jz{ 0 Z.#; (236)

de manera que se puede escribir la ecuacién térmica en la forma

—div(kVu) = f en Q (237)

Retomamos también las condiciones de contorno expuestas en el capitulo 3

u=0 sobre I'y (238)
ou

_k@_ + pPu=g sobre Ty (239)

73
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La formulacién variacional de (237-239) se escribe como sigue:
hallar u € V = {v € H(Q); v = 0 sobre 'y} tal que

/ KV uVodz + / Buvdy = / Fodz + / gudy Yo eV (240)
Q Iy Q s

La aplicacién del método de elementos finitos para resolver el problema (240)conduce a
la resolucién de un sistema lineal (ver capitulo 3)

Khup, = by,

siendo K3, b, la matriz de rigidez y el segundo miembro dados por

(Kn)ij :/QkVSDjVSDz‘diBJF/F Bojpidy (241)

(bn)i = /QfSOz'dOC + /F2 gpidry (242)

siendo {¢;} la base del espacio de elementos finitos Vj,. El vector solucién del sistema
proporciona los coeficientes que determinan la solucién del problema como combinacién
lineal de funciones de la base

N

up(r) = Z(Uh)z%@) (243)

4.2 Problema evolutivo parabdlico

Se considera ahora un problema transitorio de transmision de calor en sélidos. En este caso
la funcién incognita, la temperatura, depende de la variable geométrica = y de la variable
temporal t. Asi el problema continuo se formula como sigue: hallar u(z,t) definida en
Q) x [0, 7], donde T representa el tiempo final, tal que

pcaa—z; —div(kVu) = f en Qx[0,T] (244)

siendo p la densidad y c¢ el calor especifico, con las condiciones de contorno

u=0 sobre I'y x [0,T] (245)

—kaﬁ + pu=g sobre T'y x[0,T] (246)
n

y la condicion inicial, solucion en el primer tiempo, que aparece en los problemas evolutivos

u(x,0) =ug(x) en € (247)
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Para actuar de manera similar al caso estacionario, se construye una formulacion débil
de (244 -247) definiendo el espacio de funciones donde estén las soluciones en cada instante
de tiempo que sera V = {v € H'(Q); v = 0 sobre I'; }. Debemos pues hallar

w:[0,T] >V (248)

tal que se cumple (247) y

/pc@vdx+/ kVqudx+/ ﬁuvdvz/fvdx+/ gudy Yv eV (249)
o Ot Q Iy Q Iy

Se puede observar que la diferencia con el problema estacionario radica en que aparece un
nuevo término que contiene la derivada temporal y una condicién inicial adicional.

4.3 Semidiscretizacion espacial

Siguiendo el mismo proceso que en el caso estacionario se aproxima el espacio V' por un
espacio V}, de dimensién finita de manera que, para cada t € [0,T] tratemos de encontrar
una funcién up(z,t) € Vj,. Esta funcion, en términos de la base {¢;} se escribe como

= Zl u;(t)e;(x) (250)

donde la novedad radica en que los coeficientes de la combinacién lineal (i.e. las incognitas
del problema )dependen de la variable temporal t.
Asi, se puede formular el problema discretizado en espacio en la forma siguiente: hallar

{u;(t)}X, tales que

8u]

N
/ pc Z oj(z))vp(z)dx —|—/ Z (t)V;(2))Vop(z)dz+
—i—/F B(Z w;(t)p;(x))vp(x)dy = /vah(x)dx—l—/r gup(z)dry Yo, € Vi, (251)
2 j:l 2
N
Zuj(O)gpj(a:) = uop () x € (252)
donde denotamos por ug,(x) una aproximacién en Vj, de uy(z), que escribimos como

uon (T Z ujp;(x (253)

De nuevo, teniendo en cuenta que basta imponer las condiciones para los elementos de una
base de V}, se obtiene un sistema de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (EDO) para los
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coeficientes {uj(t)}N

é (/Q pCst(af)tpi(:r)d;p) auajt(t) + (é/{sz%(x)V%(x)da: + /1“2 ﬁgpj(a:))@i(a:)dfy) u;(t) =
/Qf%(ﬂf)dw + /F2 gpi(w)dy Vi=1,---,N (254)

u;(0) = u)(x) Vi=1,---,N (255)
Si retomamos la notacién utilizada en los capitulos 2 y 3, observamos que el segundo sumando
del primer miembro de (254) es la matriz de rigidez K}, descrita en (241) para el problema
estacionario. Analogamente el segundo miembro es el vector b,. Ademads si denotamos por

(Mp)ij :/Qpcgoj(x)goi(x)dx (256)

que llamaremos matriz de masa en lo que sigue y, abusando de la notacién para el vector
solucién, podemos reescribir el sistema de EDO (254) como sigue: hallar u(t) = {u;(t)};2,
tal que

Mhd—u+KhU: bh (257)
dt

que es la escritura final del problema semidiscretizado en espacio.
El sistema (257) es lineal y podria resolverse teéricamente de manera exacta. En la préctica
se utiliza un esquema numérico de integraciéon por dos motivos. En primer lugar porque
existen métodos numéricos que lo resuelven de manera facil y en segundo lugar porque la
solucién que estamos buscando es una solucién aproximada en espacio (i.e cometemos un
error), por lo tanto de lo que se trata es de que el método numérico de integracién no cometa
un error de mayor orden que el que ya se tiene.
A esta fase de resolucién numérica del sistema de EDO se la denomina discretizacion en
tiempo y se describe en la seccién siguiente.

4.4 Discretizacion temporal

El sistema (257) con la condicién inicial (255) podemos identificarlo en la forma clasica de
las ecuaciones diferenciales

— = F(t,Y) (258)
Y(0) =Yo (259)

y utilizar un método numérico de tipo Runge-Kutta de bajo orden para su resoluciéon. En
concreto, si se discretiza el intervalo de tiempo [0, 7] en pequenos intervalos de tamano At
(paso de tiempo), podemos denotar t° =0 y

" =nAt n=1,2,3,- (260)
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y un método de Runge-Kutta de tipo f-esquema y orden 1 para resolver (258) se escribe

Yn+1 —_yn _

N OF (" Y™ + (1 - ) F(t", V™) (261)

donde Y™ ~ Y ((n+1)At) es la solucién en el tiempo n+1 que se calcula una vez conocida
la solucién en el tiempo anterior " y 6 es un parametro entre 0 y 1 cuya eleccién origina
distintos tipos de métodos. En general se tiene que:

=0  —-————— Euler explicito
f=1  —-————— Euler implicito
0<fi<l ————— otros métodos implicitos

Tanto el método explicito como el implicito son de orden 1 (esto es, el error que se comete
es de orden At), y uno de los més conocidos de los implicitos, el esquema de Crank-Nicolson
para § = 1/2 es de orden 2 (esto es, el error que se comete es de orden (At)?).

Para poner de manifiesto las ventajas e inconvenientes de las diferentes elecciones de 6,
resolvemos el problema sencillo dado por la EDO
dy

o\ A>0 262
g Y, (262)

y(0) =1 (263)

cuya solucién exacta es y(t) = e . Aplicando el f-esquema (261) se tiene

= —0y" T 4+ (1 —0)\y" (264)
' =1 (265)

Caso explicito, § = 0, conocido como Euler explicito
Yyt = (1 - MA)y" (266)

Si (At) es grande, At > %, entonces 1 — AAt < —1 y en pocas etapas ya se ven oscilaciones
que van creciendo en amplitud a medida que avanzamos en el tiempo. A este comporta-
miento se le llama inestabilidad numérica.

Si % < At < % el esquema sigue oscilando pero no crece indefinidamente. Se trata de

oscilacién numérica.

Para tener una aproximacién correcta se debe tomar At < % No aparecen oscilaciones
ni crecimientos pero nos obliga a tomar pasos de tiempo muy pequenos.

Caso implicito, § = 1, conocido como Euler implicito

n

n+1 __ Y
YT U A (267)
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como A\ y At son positivos este esquema no produce inestabilidades ni oscilaciones y nos
permite tomar pasos de tiempo mas grandes. Sin embargo, el error aumenta a medida que
aumentamos At.

Aplicamos ahora un f-esquema (261) a nuestro problema semidiscretizado en espacio por
elementos finitos dado en (257). Se trata de

1

1 n+1 __
[ Mo+ OKaJu = [

N My, — (1 — 0)Kp]u™ + 06} + (1 — 0)by! (268)

Lo primero que debemos observar es que ahora con 8 = 0 no tenemos un método explicito,
ya que aparece éMh, salvo que la matriz M), sea diagonal. Una de las formas de conseguir
que My, sea diagonal es construirla mediante la técnica de condensacion dinamica o de masa
(“mass lumping”). Una posible técnica para obtener esto es acumular en la diagonal la
suma de todos los elementos de cada fila (esta operacién se puede interpretar como calcular
la integral (256), que nos proporciona la matriz de masa, utilizando un férmula de cuadratura
numérica en cada elemento de orden bajo).

Por otra parte, recordemos grosso modo que el #-esquema (261) es estable si se verifica

[ < 1 b [[uls + ez k< |16 (269)
N 1/2
siendo ||v||« = (AtZ’U?) (270)
=1

y es condicionalmente estable si se verifica (269) sélo cuando At tiende a cero. En este
sentido, los resultados generales que se tienen son:

e - < ¢ <1 esquema incondicionalmente estable

1
2
e <0< % esquema condicionalmente estable

Estudios sobre este tema revelan que el méas estable es el esquema implicito, # = 1, y el més
preciso es el esquema de Crank-Nicolson § = 1/2. Llegar a un equilibrio entre estabilidad y
precisién ha llevado a algunos autores a sugerir 6 = 2/3 (Zienkiewicz) o § = 0.878 (Lambert).
Para mostrar estos resultados consideramos el #-esquema (261) en ausencia de fuentes y
sumideros, esto es, byt = b = 0. Se tiene

1 1
n+1 -1 n
u"mt = |—M, + 0K —M;, — (1 —-0)Ky|u 271
[ M nl g Mh = (1= 0) K] (271)
de manera que el esquema no presentard oscilaciones que crezcan indefinidamente si los
autovalores de la matriz global que aparece en (271) tienen médulo menor que la unidad.
Esto ocurre si % < 0 <1 que efectivamente origina autovalores de médulo menor que uno y
en consecuencia estabilidad incondicional.

™l < [l < Jluol
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Sin embargo para 0 < 0 < % el esquema es estable si se impone alguna restriccion al paso de
tiempo At. Asi, por ejemplo, para § = 0 tenemos en (271)

"t = (I — AtKp)u" (272)

y, si denotamos por A; los autovalores de K, para que el radio espectral sea menor que uno
en modulo basta imponer

At|r| <2

Teniendo en cuenta que los autovalores de K, dependen del parametro h de la discretizacion
espacial (tamafio de la malla), y que es del orden de O(h™2) (es decir, mallas mas finas
producen mayor radio espectral ) se obtiene la condicién

2
At < — = O(h?
|1 (")

esto es
At < ch? (273)

de modo que el método explicito es condicionalmente estable bajo la condicién (273), que
en la practica supone hacer muchas etapas temporales cuando las mallas son muy finas

La ventaja del método explicito radica en la facilidad de resolucién del las etapas,(ver
(272))mientras que el método implicito necesita resolver en cada etapa un sistema de ecua-
ciones con matriz mal condicionada (ver (271) ). Un factor positivo en este ultimo caso es
que, para problemas lineales como el que nos ocupa, la matriz del SEL es la misma en todos
los pasos de tiempo y se puede factorizar una sola vez.

4.5 Introduccién a los problemas no lineales

Para realizar una breve introduccion a la resolucion numérica de problemas no lineales, con-
sideramos el problema estacionario de transmisién de calor descrito en la introduccion de
ese capitulo (237- 239). Recordamos que en este problema k representa la conductividad
térmica, f es una fuente de calor distribuido en el dominio, el coeficiente de conveccién
desde la frontera al ambiente y g el producto de este coeficiente por la temperatura ambiente.
Una no linealidad tipica que surge en este tipo de problemas es la dependencia de la con-
ductividad térmica de la temperatura, esto es, k = k(u) y, como veremos en este problema
sencillo, supone un aumento considerable de la dificultad para resolverlo numéricamente. La
formulacién en este caso vendria dada por

—div(k(u)Vu)=f en Q (274)
u=0 sobre I'y (275)
—k(u)a—u + pu=g sobre I'y (276)

on



80 Problemas evolutivos y no lineales en transmision de calor

La formulacién variacional de (274-275) se escribe como sigue: hallar v € V =

H'(Q); v=0sobre 'y} tal que

/g)k(u)Vqudm%—/F ﬁuvdvz/ﬂfvdx%—/r gudy Yv eV

{v €

(277)

reescribimos la formulacion con elementos finitos para aproximar el problema: hallar u; € V},

tal que
/ k(up)VupVupdx +/ Bupvpdy = / fopdx —I—/ gupdy You, €V
Q Iy Q o
Sustituyendo la aproximacion uy por la combinacién lineal en funcién de la base
N
up = Z ujpj
j=1
y vp, por un elemento de la base obtenemos el problema de hallar {u; }é\le tales que
N N N
| w3 @) (30 0y Veps () Vipude + [ B(Y wps (@) udy =
j=1 j=1 2 =1

/fsoider/ gpidry Vi=1,..N
Q s

que con la notacién general que usa los funcionales a y [ seria

a(ufw (701) - l(‘;@z) L= 17 EE3) N

(278)

(279)

(280)

como la funcion k£ depende de u, se pierde la linealidad de a en la primera variable y, en
consecuencia, el sistema discreto que aparece en (279) no es un sistema lineal. De hecho es
un sistema de ecuaciones no lineales que podemos escribir como: hallar {uj}é-vzl tales que

j=1

N
a (Z uj%%%) —b i=1,.,N
Definimos ahora la funcién

F(Ul,“‘,UN) = (Fl(uly'"7uN)a"'aFN(uly'”auN))
con
N
Fi(uy,- - un) =a | Y uj;, @i | —b
j=1
y el problema es hallar {u; }jvzl solucién del sistema de ecuaciones no lineales

F(Uly“‘,UN):(O,“‘,O)

(281)

(282)

(283)

(284)



4.5 Introduccion a los problemas no lineales 81

que se escribe también como
Fu)=0 (285)

Uno de los métodos més conocidos para resolver (285) es el de Newton-Raphson. Este
método consiste en construir una sucesion de vectores, a partir de un vector inicial lo mas
proximo posible a la solucion buscada, de manera que la sucesién converja a la solucién de
la ecuacién. En concreto, se trata del siguiente algoritmo:

u®  inicial
{ um-i—l =™ — [DF(Um)]_lF(Um) (286)
es decir, la construccién del iterante m + 1 pasa por la resolucién del SEL
DF(u™)u"™ ™ = DF(u™)u™ — F(u™) (287)

Un test de parada habitual es que, cuando dos iterantes consecutivos ™! y ™ estdn muy
préximos se para el proceso.

La dificultad computacional anadida, aparte de la propia resolucién del SEL, es la cons-
truccién en cada iteracién de la matriz del sistema DF(u™). Se tiene,

(DF (™) = 52 (™) (285)
que en nuestro problema es ( ver (283) )
(DF (M) = (a3 w0 (0”) =

=1

/Q (9%1 [k(é ujep;)

V(Z: ujp;)V (i) )d + /Q k (Z Uj%’) V(p)V(pi)dz +

+/r Borpidry (289)
2

donde el primer sumando es novedoso respecto al problema lineal, precisamente porque en
aquel g—ft = 0 al no depender k de u.

Con este ejemplo se ha querido poner en evidencia algunos aspectos que apuntan a la mayor
dificultad que existe cuando se resuelven problemas no lineales. Por un lado, se establece un
proceso iterativo que resuelve la no linealidad (no existen métodos directos que lo realicen
en un numero finito de etapas), lo que conlleva un nuevo error de convergencia (error de
truncamiento) entre el iterante que elijamos como solucién y el vector limite en el infinito de
la sucesion de iterantes, y por otro lado, es necesario reconstruir la matriz del SEL resultante
en cada iteracién del algoritmo que resuelve la no linealidad, lo que aumenta considerable-
mente el nimero de calculos a realizar.

En el caso de problemas evolutivos no lineales el proceso es similar puesto que primeramente
se efectia la discretizacién temporal y posteriormente, en cada paso de tiempo(que es analogo
al caso estacionario), se resuelve la no linealidad.
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5. El método de elementos finitos en
mecanica de solidos

Los métodos de elementos finitos son las herramientas mas utilizadas para calcular las defor-
maciones y las tensiones de los cuerpos sélidos sometidos a un sistema de fuerzas aplicadas.
Este tipo de problemas se describen a través de sistemas de ecuaciones en derivadas parcia-
les con una caracteristica especial: son invariantes a los movimientos rigidos (traslaciones y
giros), ya que estos no modifican la energia eldstica del cuerpo.

En este capitulo nos centraremos en la llamada elasticidad linealizada, esto es, nos limita-
remos al estudio de pequenas deformaciones, donde los fenémenos no lineales que aparecen
son despreciables.

5.1 Elasticidad linealizada clasica: Caso estacionario

La resolucion de un problema estacionario de mecanica de sélidos consiste en la determinacién
del campo de desplazamientos i(x) = (u;(x));_, y del tensor de tensiones o(z) = (0y;(2))}
relativos al cuerpo considerado 2 C R3, que por simplicidad supondremos con fronteras

planas (véase la figura 3).

Figura 3: Ejemplo de cuerpo elastico.

83
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En el caso de la elasticidad lineal is6tropa se define el tensor de deformaciones como

1
€;(0) = 5(Oui+ Oy),  1<i,j<3 (290)

(donde, siguiendo la notacién usualmente empleada en elasticidad, 0;u; representa la deri-

Us . . . .
vada parcial —) vy, a partir de dicho tensor y mediante la ley de Hooke generalizada, se

83:]-

define el tensor de tensiones

3
0i; (@) = M ene (@) }0ij + 2pe35(10), 1<i,j<3 (291)
k=1

donde X\ y u son las constantes de Lamé del material constitutivo.

En la presente teorfa la incégnita es un vector (el campo de desplazamientos ) solucion
de un sistema de ecuaciones diferenciales y, por tanto, debemos hacer una generalizacién
de las condiciones de contorno que aparecian, por ejemplo, en el problema estacionario de
transmision de calor (ya que en aquel caso sélo habia una ecuacién diferencial).

Las condiciones de contorno mas habituales son:

e condiciones de contorno de tipo Dirichlet: donde se impone el valor del desplazamiento
en una parte I'p de la frontera de €.

= gp sobrel'p (292)

(este tipo de condiciones se conoce como empotramiento fuerte).

e condiciones de contorno de tipo Neumann: donde se impone el valor de la tensién
exterior aplicada sobre una parte I'y de la frontera de ).

o(W)i =gy sobre 'y (293)

donde 177 es el vector exterior unitario normal a la frontera de ) y donde gy es la
densidad superficial de fuerzas ejercida sobre el cuerpo.

e condiciones de contorno de tipo Robin: donde se establece una relaciéon lineal entre el

campo de desplazamientos y la tensién aplicada sobre una parte I'g de la frontera de
Q.

o(W)ii = kU sobre I'g (294)

(este tipo de condiciones de contorno son las menos frecuentes en la practica).
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Formulacién fuerte

Sea 2 C R? un abierto de frontera 9Q = I'; UT'y, donde I'y NI’y = (. Tenemos que encontrar
la funcién vectorial @(z) = (ui(x), us(z), us(z)) (el campo de desplazamientos) definida en
cada punto x = (z1, xa, x3) del dominio € que satisface el sistema de ecuaciones en derivadas
parciales:

3
j=1

que puede escribirse en forma vectorial como

— —

—(A 420V (V.2) +puV X (Vxid)=f (296)

o equivalentemente como

—A+)V(V.i) —pAid = f (297)
(puesto que Vx (V x7) = V(V.7)— A7 para todo campo vectorial 7 suficientemente regular).

A este sistema de ecuaciones hay que anadir las condiciones de contorno adecuadas. Nosotros
consideraremos por simplicidad:

(Dirichlet) =0 sobre I'y (298)

(Neumann) o(d)i=4g sobre T'y (299)

Formulacién variacional

Se define el espacio funcional:

U1
V={d=| v, | €[HY Q)| v;=0 sobre '}, 1 <i<3} (300)
U3

Multiplicando el sistema (295) por funciones test ¥ € V, integrando sobre € y utilizando la
férmula de Green y la condicién de contorno Neumann (299) se obtiene la formulacién débil
asociada al problema: Encontrar « € V tal que



86 MEF en mecénica de solidos

3
/ > 0i(i0) €;(0) do = / fﬂdw+/ gudy, VeV (301)
Q [¢) Ty

1,j=1

Podemos definir para u,v € V' la forma bilineal simétrica:

a(it,7) = /Q 3" oi(@) €(7) da (302)

,j=1

3
- /Q AVANVT+ 2 Y (i) e;(7)} do

i.j=1

y la aplicacion lineal:

() = /Q Fode + /F gy (303)

= /Q{gfzv,} dx+/F {ing‘} dry

2 4=1

donde f € [L2(Q)]® y § € [L2(I'1)]*. Entonces el problema (301) puede escribirse de manera
abstracta como:

(@, §) = 1(7), VIeV. (304)

A+2u A A0 0 0
A A+22 A 0 0 0

B A A A+22 0 0 0

b= 0 0 0 2z 0 0 (305)
0 0 0 0 2u 0
0 0 0 0 0 2u

entonces, si representamos (debido a su simetria) los tensores de deformaciones y tensiones
en la forma:

€11 011
€22 022
€33 033
€= : o= (306)
€12 012
€13 013
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la relacion (291) puede escribirse como

o(t) = D e(u) (307)

y de esta manera la forma bilineal a se reduce a

a(i,7) = /Q [€(7)] D e(@) da. (308)

De la misma forma, el tensor de deformaciones (290) esta relacionado con el campo de
desplazamientos a través de un operador de diferenciacion

e(l) = Bl (309)
donde
a 0 0
0 0 O
0 0 0O
1 1
B—| 2% 2% 0 (310)
19 0 o
0 105 30,

Asi, la forma bilineal a se puede expresar como
a(@,7) :/[Bﬁ]tDBﬁdx:/[ﬁ]tBtDBﬁdx. (311)
Q Q

Aproximacion de la solucién mediante el método de los elementos finitos

Sea V}, una aproximacion finito-dimensional de V' a través de una discretizacién de €2 en
elementos finitos.

El problema aproximado que vamos a resolver consiste en encontrar un elemento u;, € Vj,
solucion del problema discretizado siguiente:

&(ﬁh,gh) = Z(Uh), Yoy, € Vi, (312)

3

Un elemento cualquiera o), € V}, admite la representacién o, = szé’i, donde {é&, &, €3} es
i=1

la base canénica de R?, esto es,
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1 0 0
_)1 - 0 ) _)2 = 1 ’ _’3 - 0 . (3]‘3)
0 0 1

Ny,

y donde v; = Zv}fgpl siendo ¢; la funcién escalar de base asociada al nodo [-ésimo. En
=1

consecuencia, podemos escribir:

3 N

i=11=1
Por tanto, podemos reducir el problema discretizado a encontrar un vector u; = {uz}gff
(con ¢ = q(i,1) para 1 <i <3, 1 <1< Np) solucién del sistema de ecuaciones lineales

Kh Up = bh (315)

donde la matriz K, = (k) y el vector b, = (b!) pueden calcularse, para p = p(i,l) y

Ky = alpnd), o) = &) | [BI' DB, da), (316)
by = l(wze?)Z/szfider/F i d, (317)
2
donde

31307" 0 0

0 82907' 0

0 0 (93307«

1 1

B= | 2% 2o 0 o, (318)

300, 0 50ip

0 %33907« %(92%

Como es usual, la matriz K; y el vector b, se pueden descomponer en la suma de las
contribuciones elementales:

Ne

K, = Y Kj, (319)
e=1
Ne

b= YOb (320)

e=1



5.1. Elasticidad lineal: Caso estacionario 89

donde las matrices de rigidez elementales K}* = (ks,) v los wectores de carga elementales
bie = (b5) se calculan mediante las expresiones

K, = 6] [BI'DBdr}e, (321)
b, = /@lfidﬂf‘i‘/ p19: dv, (322)
Te TEQFQ

Observaciones sobre la convergencia

Para asegurar la convergencia del método al resultado correcto, varios requerimientos sim-
ples deben cumplirse. Obviamente la funcién desplazamiento discreta debe representar la
distribucion de los verdaderos desplazamientos de la forma mas aproximada posible. Puede
probarse que esto no es asi, por ejemplo, si las funciones elegidas son tales que permiten
deformaciones en el caso de movimientos rigidos. Por ello debemos imponer los siguientes
criterios:

e Criterio 1: La funcién de desplazamiento elemental elegida debe ser tal que no permita
la deformacion de un elemento cuando los desplazamientos nodales sean causados por
un movimiento rigido.

e Criterio 2: La funcion de desplazamiento debe ser elegida de tal forma que si los
desplazamientos nodales son compatibles con una condiciéon de deformacién constante,
tal deformacion constante debe ser obtenida de hecho.

(Este criterio incluye el anterior como caso particular cuando los desplazamientos son
nulos. Estrictamente, ambos criterios deberian verificarse cuando el tamano de los
elementos tiende a cero. Sin embargo, la imposicion de estos criterios a elementos de
tamafio finito conduce a una mejora en la aproximacion).

e Criterio 3: La funcién de desplazamiento debe elegirse de forma que las deformaciones
en la unién entre elementos sean finitas (aunque puedan ser indeterminadas).

Los elementos que se pueden utilizar son los elementos conformes ya estudiados en temas
anteriores: elementos simpliciales, elementos rectangulares, elementos reducidos. . . Pero debe
tenerse en cuenta que los elementos simpliciales mas sencillos son en general insatisfactorios.
Para los problemas préacticos, donde a menudo existen direcciones privilegiadas debido a las
relaciones geométricas, los elementos simpliciales de orden superior y los rectangulares han
demostrado ser mas eficientes.

Elementos no conformes: el ”patch test”

En algunos casos es dificil encontrar funciones de desplazamiento para un elemento que sean
automaticamente continuas a lo largo de la unién de elementos adyacentes, lo cual lleva al
uso de elementos finitos no conformes. Estas discontinuidades podrian causar deformaciones
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infinitas en las uniones (un factor ignorado en la formulacién presentada a causa de que la
contribucién de la energia se limita a los elementos).

A pesar de ello, si al hacer tender a cero el tamano del elemento, la continuidad se restaura,
la formulaciéon obtenida con estos elementos no conformes puede acercarse a la respuesta
correcta. Esta condicion se cumple siempre que una condicién de deformacién constante
asegure automaticamente la continuidad de los desplazamientos y se verifique el Criterio 2
anterior.

Para ver que tal continuidad se alcanza en cualquier malla cuando se usan elementos no
conformes, es necesario imponer sobre una ”parcela” (patch) arbitraria de elementos los des-
plazamientos nodales correspondientes a un estado de deformacion constante. Si el equilibrio
nodal se obtiene simultdneamente sin la imposicion de fuerzas externas y si se alcanza un
estado de tensiones constantes, entonces claramente no hay pérdidas de energia a través de
las discontinuidades entre los elementos.

Para los elementos que pasan esta "prueba de la parcela” (patch test) habra convergencia,
e incluso en algunos casos estos elementos no conformes presentan mejores propiedades que
los conformes.

Ejemplo de elemento no conforme

El elemento finito no conforme mas sencillo en dimension n = 2 es el elemento de Crouzeiz-
Raviart (también llamado elemento P; no conforme). Los elementos finitos son tridngulos y
los tres nodos son los puntos medios de los lados. El espacio de elementos finitos X, viene
dado por

X5, = {v, € L*(Q) | vpr € Pi(T), YT € 13, vy, continua en los nodos. } (323)

(Nétese que las funciones no son necesariamente continuas en los lados completos, solamente
en los puntos medios. Por tanto, las funciones no seran, en general, continuas en todo el do-
minio, sino continuas a trozos con discontinuidades de salto en los lados de la triangulacién).

Figura 4: Tridgulo de Crouzeix-Raviart
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El efecto de ”locking”

El concepto de locking es usado a menudo en Ingenieria para describir el caso en que un
calculo de elementos finitos produce desplazamientos significativamente mas pequenos que
los que deben ser.

Esto ocurre, por ejemplo, en el caso de materiales que son casi incompresibles (como la
goma). En este caso, es necesaria una gran cantidad de energia para producir un pequefio
cambio en la densidad. Esto se traduce en una gran diferencia entre las constantes de Lamé
A>> .

—

La forma bilineal a(i, ¥) en la formulacién variacional es continua y H*(§)-eliptica, esto es,

oo < a(@®) <clilla  VIEV. (324)

Pero como a < i << A + v < ¢, entonces el cociente £ es muy grande.

Este cociente aparece como constante en el Lema de Cea, lo cual conlleva que los errores en
la solucion aproximada van a ser mucho més grandes que los errores de aproximaciéon. Una
forma de evitar este fendmeno es mediante la introduccion de un término de penalizacion.

5.2 Elastodinamica

Vamos a estudiar a continuacion el sistema que describe la evolucién a lo largo del tiempo de
los pequenos desplazamientos (a partir del estado natural) de un cuerpo sélido homogéneo
sometido a un sistema de fuerzas volumicas y superficiales, fijado de manera rigida en una
parte de su frontera y del cual son conocidos los desplazamientos y las velocidades en el
instante inicial.

Nos centraremos en un ejemplo de sistema de evolucion de segundo orden en tiempo y
fundamental en las aplicaciones.

Formulacién fuerte

Sea como anteriormente 2 C R? un abierto acotado poliédrico de frontera 9Q = I'y U Ty,
donde Ty N Ty = ). Tenemos que encontrar la funcién vectorial @(x,t) = {u;(z,t)}3_, (el
campo de desplazamientos) definida en cada punto z = (x1, z2, x3) del dominio Q y en cada
tiempo ¢ del intervalo [0, 7] solucién del sistema de ecuaciones en derivadas parciales:
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p@ttﬁ—zajaij(ﬁ):fi en 2 x (O,T), 1 SZSB,
j=1
=0 sobreI'; x (0,7), (325)
o(W)yi=g sobre 'y x (0,7),
u(0) =ty en €,
(9@[(0) = ﬁl en Q,

donde las notaciones 0;, 0y representan, respectivamente las derivadas parciales respecto del
2

0 o
tiempo % 527 donde son conocidas las funciones f : Qx(0,T) — R3, §: Tyx(0,T) — R3,

Uy : Q — Ry i : Q — R®. Suponemos por simplicidad que la densidad del cuerpo es una
constante positiva, esto es, p(x) = po > 0, Vx € Q. También suponemos, como en el caso
estacionario, que el tensor de tensiones viene dado (a través de las constantes de Lamé) por
la ley de comportamiento:

3
k=1

Formulacién débil

Se considera de nuevo el espacio funcional:

U1
V={v=| v | €[H(Q)®]|v=0 sobre T}, 1 <i<3} (327)
U3

Dados f € [L2(Q2 x (0,T))]3, § € [L2(Dy x (0,T))3, @ € V, @ € [L2(Q)]3, se busca una
funcién @ € C°(0,T; V)N CY(0,T; [L*(Q)]?) solucién del problema

3
/Q pOii(t) T d + /Q ; 033 (1)) €3, (7) de = /Q Fit).5de + /F BTy, VeV,
(328)
7(0) = i,
3,512'(0) - ﬁl'

Si denotamos, para u, v € V, la forma bilineal simétrica:

1,7=1
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la aplicacion lineal:

(1) (F) = /Q Flt).7de + ROEC (330)

y el producto escalar en [L?(Q)]? :

(@,7) = / 7.3 ds (331)
Q
entonces el problema puede escribirse como

d2

p 3 (1), ) +a(id(t). 7) = U(D)(E), VeV

. (332)

~—
!

= U,

(0

S st

£y

.

~—

Formulacién de Galerkin semidiscreta

Introducimos un subespacio V}, de V' de dimension finita N, y consideramos el problema
semidiscreto siguiente: Dados ) y @1, aproximaciones finito-dimensionales de iy y i,
encontrar una funcioén i, : t € [0,7] — V}, solucién del sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias:

(333)

Introducimos, como en el apartado anterior, una base {¢; € }1<i<n,. 1<i<3 del espacio Vj,.
Entonces buscamos la solucién u;, de la forma:

3 N
(1) =33 ul(t)ard, (334)
i=11=1
Con un abuso de notacién, llamamos también uy, al vector de R de componentes (uil(t))
y asi el problema variacional semidiscreto (333) se escribe de la forma

2

d
Mh ﬁuh(t) + Kh uh(t) == bh(t) (335)
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h ), la matriz de rigidez K, = (kl\) y el vector de carga

by(t) = (b;}(t)) vienen dados, para p = p(i,1) y ¢ = q(j, m), por las expresiones:

donde la matriz de masa M, = (m

Mpg = p{omf), 0i€i) = @'} /Q pmpr dr}e;, (336)
Ky = alpné), 0i@) = 6] | [BI' DB, da}é, (337)
be) = 10@@) = [ el det [ ot dy. (339)

A continuacién habra que resolver numéricamente el sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias de segundo orden. Para ello consideraremos un método de discretrizacion en
tiempo del sistema diferencial.

Discretizaciéon total de problemas de orden 2 en tiempo: método de Newmark

Consideremos en primer lugar el problema de Cauchy para una ecuacion diferencial ordinaria
de segundo orden:

y'(t) =0t y@0),y'(t), 0<t<T,
y(0) = vo, (339)
y,(O) = 20,

donde @ : [0,7] x Rx R — R en una funcién continua y donde ¥y, 2o son dos nimeros reales
dados.

Para resolver numéricamente este problema se introduce un paso de tiempo At = % (donde
N es un nimero natural) y una particiéon uniforme del intervalo [0, T'):

tn, = nAt, 0<n<N. (340)

Se intentara entonces calcular para todo n = 1,2,..., N una aproximacién (y,, z,) del par
(y(tn), y'(tn))-

Un método muy utilizado para ello es el método de Newmark, que se basa en que toda
solucién suficientemente regular de la ecuacién (339) admite el desarrollo:

Y(ta1) = y(ta) + Aty'(ta) + (A)* {8y (tnsr) + (% = B)y"(tn)} + O((AL)°) (341)
Y(tas) = y'(ta) + A{7Y (tarr) + (1 = 2)y"(ta)} + O((A)?) (342)

donde 3 y v son pardmetros reales.

El método de Newmark consiste entonces en reemplazar la ecuacién diferencial (339) por el
esquema en diferencias finitas de primer orden:
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Yot = ot Atz 4 (A0 {51 + (5 — £)D), (343)

Zny1 = Zn + At{yP,11 + (1 — )P, }, 0<n<N-1. (344)
siendo ®,,, = ®(t,, Y, 2m) para cada m =0,1,..., N.

En cada paso serd, en general, necasario resolver un sistema no lineal para determinar

(Yn+1, 2nt1) a partir del par (y,, z,), salvo cuando § = v = 0, en cuyo caso el esquema es

explicito. Sin embargo, las exigencias de establidad del esquema impondran que se debe
1

tomar v > 5

Cuando ® no depende de 3’ (lo que ocurrird en nuestro ejemplo) se puede eliminar z, de las
ecuaciones y asi el esquema en diferencias finitas se reduce a la ecuacion de segundo orden:

1 1
Ynt2 = nt1 + Y = (A {BPuis + (5 =20+ 7)Pup1 + (5 + 8= 7) P},
0<n<N—1 (345

que es un esquema explicito para el caso 5 = 0.

El método de Newmark da una aproximacion de orden 1 para v # % y de orden 2 para v = %
Ademas, es incondicionalmente estable siempre que 23 > v > %

Aplicaremos entonces el método de Newmark a la resolucién de nuestro sistema diferencial
de segundo orden

Mh u’é(t) + Kh Uh<t) = bh(t),
uh(O) = Ug,h, (346)
up,(0) = uy .

Designaremos por uj los valores aproximados de wuy(t,). Entonces, teniendo en cuenta que
no aparece la derivada primera en el sistema, el esquema quedara de la forma:

uj, = Uo,h, (347)
1 1 1

—(At)ZMh(ufll — U?Z — At Uh,l) + Kh{ﬂufll + (5 — ﬁ)u%} = ﬂbh(tl) -+ (5 — ﬁ)bh(tg),
1

1
g M (u ™ = 2up ™ ) + K {Bup® + (5

A S =28+ (54 - )}

= B0n(tns) + (5 — 26+ Vonltnn) + (5 + 6~ Woulta),  0<m<N -2

Por tanto, en cada paso de tiempo se debe resolver un sistema lineal de la forma:

{M, + 83 (At)g Ky} UZ” = 77”“ (348)
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donde n"*' € R3M es conocido. Por otra parte, dado que # > 0, la matriz simétrica
My, + 3 (At)? K}, es definida positiva, lo cual facilita grandemente la resolucién de los sistemas
lineales.

5.3 Problemas de cuarto orden: Estudio de una placa
empotrada

En el estudio de la elasticidad linealizada ocurre en muchas ocasiones que el cuerpo bajo
analisis es tal que algunas de sus dimensiones son mucho mas pequenas que el resto. Podemos
pensar, por ejemplo, en el caso de una placa fina rectangular (fig. 5)

Q= (—a,a) x (=b,b) X (—¢,¢), con € << min{a, b}, (349)

o en el caso de una viga de seccién cuadrada (fig. 6)

Q= (—¢g,e) x (—e,8) x (=4,0), con € << /. (350)
2b
2a
2e
Figura 5: Placa rectangular.
2 20
2¢e

Figura 6: Viga de seccién cuadrada.

En estos casos parece mas razonable, en vez de trabajar con el dominio tridimensional
Q C R?, utilizar en el estudio de las deformaciones y tensiones el plano medio de la placa
w = (—a,a) x (=b,b) C R? o el segmento formado por los centros de masa de las secciones
(—=¢,¢) C R. De esta manera se pasa de un problema de elasticidad tridimensional a uno
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de dimension inferior. Para ello serd necesario imponer una serie de hipotesis relativas a las
deformaciones y las tensiones, que nos permitan obtener el modelo en dimension inferior.

La placa de Kirchhoff-Love

Nos centraremos en el estudio de una placa rectangular Q = (—a,a) x (=b,b) x (—¢,¢) de
pequeno espesor 2¢ empotrada a lo largo de su frontera lateral y sometida a una fuerza
externa perpendicular al plano medio de densidad F' por unidad de area.

Vamos a hacer unas suposiciones sobre la placa, que se conocen como las hipotesis de
Kirchhoff-Love:

e Los desplazamientos en la direccion x3 no dependen de esta variable.
e Los puntos del plano medio se deforman tnicamente en la direccion x3.
e La tension normal o33 es nula.

e Los segmentos perpendiculares al plano medio se deforman linealmente, esto es, siguen
siendo segmentos rectos, y ademas continuan permaneciendo ortogonales a la superficie
media deformada.

Como consecuencia de estas hipdtesis se tiene que el desplazamiento (1, xs,23) es de la
forma:

Ul(lﬂl,ﬂ?z,ﬂ?s) = —I3 31W(951>$2)a (351)
Uz(Ih X, 963) = —I3 (92W(9617 Iz)a (352)
Us(lﬂl,ﬂ?z,ﬂ?s) = W(931>$2)a (353)

donde w, que representa la flexion normal de la placa, es la solucion del problema bilaplaciano
de cuarto orden siguiente (recordemos que el laplaciano de una funcién v(zq, x2) se define
como Av = 0110 + Oagv):

A’w = 0111w + 201120W + Do w = f en w,
w=0 sobre dw, (354)
O,w = Vw.ii =0 sobre Ow.

Si consideramos el espacio V = HZ(w), este problema admite la formulacién variacional
siguiente: Encontrar el elemento w € V' tal que

a(w,v) =1(v), Yv eV, (355)

donde:
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a(w,v) = / (AW A0 + (1 — 1)(2015W B0 — O11W Bpov — Dagw B1v)y dz (356)
= /{I/AW Av + (1 — I/) (011W 811’1) + aQQW 022’1) + 2812W 812’1))} dx

l(v) = /w fodz (357)

siendo F = 2FE3f/3(1 — v?) la densidad de fuerza por unidad de superficie, E = u(3\ +
210) /(N + w) el mdodulo de Young, y v = N/2(A+ p) el coeficiente de Poisson del material
elastico constitutivo de la placa.

Dado que en este caso estamos tratando con un problema de cuarto orden, los elementos
finitos de Lagrange no estéan indicados para su estudio ya que el espacio de elementos finitos
asociado X, estd formado por funciones continuas pertenecientes sélo a H'(w), pero no
necesariamente a H?(w) (lo cual seria necesario, pues la solucién pertenece a este espacio).
Por todo ello vamos a introducir una nueva clase de elementos finitos mas regulares, los
elementos de Hermite.

5.4 Elementos finitos de Hermite

Los elementos finitos de Hermite tienen asociado un espacio que satisface la inclusion X, C
C'(w), y que puede por tanto ser usado para resolver problemas de cuarto orden siempre
que la inclusién Pr € H*(T), VT € 7, también se verifique. En este capitulo vamos a
estudiar tres de los elementos finitos de Hermite méds sencillos. Nos restringiremos al caso
de dimension n = 2 por simplicidad y a la vista de lo comentado en el capitulo previo.

Triangulo de Argyris

Sea T" un tridngulo de vértices a;, 1 <i < 3. Sean a;; = %(ai—l—aj), 1 <i<j<3,los puntos
medios de los lados. Se tiene entonces que todo polinomio p € Pr = P5(T') estd tinicamente
determinado por los 21 grados de libertad

Y = {p(a;), O1p(a;), Oap(a;), Or1p(a;), Orap(a;), Oxep(a;), 1 <i < 3;
Onplaij), 1<i<j<3} (358)

El espacio de elementos finitos X} asociado al triangulo de Argyris verifica:

X, C CH@) N H*(w). (359)

Triangulo de Bell

En ocasiones sera deseable reducir el nimero de grados de libertad, en concreto los relativos
a los puntos medios. Si definimos el espacio Pr = P;(T') como:
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Py(T) ={p € P5(T) | O,pis € P5(S) para cada lado S de T'.} (360)

entonces todo polinomio p € PI(T) (debe tenerse en cuenta que Py(T) C PiT) C P5(T))
estd unicamente determinado por los 18 grados de libertad

Y1 = {p(ai), 01p(a;), Osp(as), O11p(as), O12p(ai), Oeop(a;), 1 < i < 3.} (361)

El espacio de elementos finitos X} asociado al triangulo de Bell también verifica:
X, C CYw) N H*(w). (362)

Rectédngulo de Bogner-Fox-Schmit

Sea T un rectangulo de vértices a;, 1 <1 < 4. Se verifica que todo polinomio p € Pr = Q3(7T)
(conociendo que P3(T') C Q3(T) C Ps(T)) esta tinicamente determinado por los 16 grados
de libertad siguientes

ET = {p(ai)a alp(ai)’ an(ai)> 812p(ai)7 1 S i S 4} (363)

Como en los casos anteriores, el espacio de elementos finitos X}, asociado al rectdangulo de
Bogner-Fox-Schmit cumple que:

X, Cc CH@) N H*(w). (364)

Estimacion del error

Todos los elementos finitos que hemos estudiado para problemas de cuarto orden son con-
formes (lo que requiere, al menos, elementos de clase 1), aunque es posible también el uso de
elementos no conformes. Se puede demostrar que bajo suposiciones muy razonables el orden
de aproximacion obtenido para la soluciéon mediante estos elementos finitos es suficientemente
elevado. Asi, puede probarse el siguiente resultado:

Resultado 1: Sea w un abierto poliédrico de R?. Sea {7;,} una familia regular de triangu-
laciones de w asociada a un elemento finito de referencia (T, P, f)) Se supone que existe
un entero £ > 2 tal que Pk(T) cPCH 2(T ). Entonces el método de elementos finitos es
convergente de orden k — 1, esto es, existe una constante C' > 0 independiente de h tal que,
si la solucién u pertenece a H*1(w) entonces:

lu — upll2w < C R ulprrw (365)
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Triangulo de Argyris

Tridngulo de Bell

Rectangulo de Bogner-Fox-Schmit

Figura 7: Elementos finitos de Hermite
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En la préctica, esto quiere decir que, suponiendo que la solucién es suficientemente regular,
el tridngulo de Argyris es de orden 4, el tridangulo de Bell de orden 3 y el rectangulo de
Bogner-Fox-Schmit de orden 2.
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6. El método de elementos finitos en
dinamica de fluidos

Sea € un abierto de R™ que representa la regiéon ocupada por un fluido, y sea [0,7] un
intervalo de tiempo. En este capitulo estamos interesados en el estudio del flujo a lo largo
del intervalo de tiempo en torno a un obstaculo o en una regién acotada.

De los principios de conservacion de la masa y el movimiento se pueden deducir, como ya se
vio en el primer capitulo, las distintas ecuaciones que modelan los problemas que aparecen
en dinamica de fluidos.

Nosotros centraremos nuestro estudio, en concreto, en la resolucién numérica de los siguientes
tipos de problemas:

e Problemas de conveccién-difusién (casos estacionario y evolutivo)

e Problemas de flujos viscosos (ecuaciones de Stokes y de Navier-Stokes)

6.1 Problemas de conveccion-difusion

Sea 2 C R™, n =2 6 3, un dominio acotado con frontera 02 suficientemente regular y sea
[0, 7] un intervalo de tiempo. Vamos a buscar la solucién ®(z,t), (z,t) € Q x (0,7, de la
ecuacion:

%—f + V.(0@®) — V.(vV®) + ad = f. (366)
Este problema puede interpretarse de la siguiente forma: El dominio 2 estd ocupado por
un fluido en movimiento cuya velocidad @ = u(z,t) es conocida. La funcién & = &(x,t)
es una magnitud (temperatura, concentracién de una determinada sustancia, etc.) que es
“transportada” por el flujo y que estd sujeta a un proceso de disipacién y difusién (siendo
a >0y v >0los coeficientes de disipacién y difusién, respectivamente).

Por simplicidad supondremos que a = 0, lo que ocurre en muchos ejemplos. Sin embargo,
todo lo que sigue se aplica al caso general a > 0. Por ejemplo, cuando a es constante se tiene

J, . at, OP
a(e 'P) =e t<§ + a®) (367)

103



104 MEF en dindmica de fluidos

de forma que un cambio de variable nos devuelve al caso a = 0.

En general v es pequeno en comparacién con UL (siendo U una velocidad caracteristica y
L una longitud caracteristica del proceso), lo que lleva a la aparicién de capas limite y a la
inestabilidad de los esquema numéricos centrados. Para explicar esto con mas detalle vamos
a considerar un ejemplo estacionario en dimension 1.

Caso estacionario unidimensional

Consideramos el problema de contorno con velocidad constante u = 1 y coeficiente de difusion
0 < v < 1 siguiente:

—v®"(x)+ P'(x) =0, 0<x<l,
®(0) = 1, (368)
d(1) =

La solucién exacta de este problema esta dada por la expresion

dx)=(1—e¥) ' (1—e ) (369)

Para v pequeno, ® es aproximadamente igual a 1 excepto en una capa en x = 1 de anchura
O(v) donde ® decae de 1 a 0 (capa limite).

Elegimos para la discretizacion elementos finitos P; continuos, esto es, tomamos una particién
{zg = 0,297 = h,x9 = 2h,...,xxy = 1} del intervalo [0,1], siendo h = x; — x;_1, para
1 =1,...,N. De esta forma obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones para los valores de
la aproximacién por elementos finitos ®; = &y (z;) ~ ¢(x;) :

1% 1

_ﬁ[q)i+l - 2@1 + q)i—l] + ﬁ[q)i-‘rl - (I)i—l] - 0, Z - 1, ceey N - 1,

(370)
q)O - ]-7
Oy =0

(Este esquema también puede verse como un esquema de diferencias finitas con una apro-
ximacién en diferencias centrales para el término convectivo). Si N es impar y v es muy
pequeno la solucion esta cercana a 1 para ¢ par y cercana a 0 para ¢ impar, lo que produce una
solucién que oscila en todo el dominio y no estd proxima a la solucion exacta. En resumen,
el método de Galerkin produce una solucién oscilante si 2v < h.

El remedio para esta situacién es bien conocido en el marco de las diferencias finitas y
consiste en utilizar una discretizacion descentrada del término convectivo

—_

O (x;) ~ E[@, — ;4] (371)



6.1. Problemas de conveccién-difusion 105

o de manera mas general, pueden ponderarse las discretizaciones centrada y descentrada, lo
que lleva al esquema siguiente:

v 11—«

a
— 5 [®ir1 — 20 + @5 ] + %[@z —®; 4]+ T[CI)H-I —®;] =0,

1=1,...,N—1, (372)

donde a@ > 0 es un parametro. La solucién de este problema no presenta oscilaciones si
a>0,2v>hobiensi2v < h, a>1-— 2h—” En particular, nunca se obtiene oscilacién para
a = 1, es decir, para el esquema completamente descentrado.

Notese que este esquema ponderado puede reescribirse en la forma

v«
—)[Pip1 — 20; + D]

1
_<ﬁ + o Dy — P;1] =0, (373)

+%[

esto es, el uso de una discretizacion descentrada se traduce en la introduccion de una visco-
sidad artificial. Lo que tratamos de hacer es generalizar este descentrado en el marco de los
elementos finitos.

Una primera idea es utilizar un espacio de funciones test diferente del de las funciones de
forma ¢; correspondientes a los elementos P;, que verificaban ¢;(x;) = 0;;, Vi, J.

Se construyen entonces, para o > 0 dado, las funciones ¢§ dadas por:

©i(z) + ag(m), siwio <o <uay,
T — Tj—1
Pi(x) = T — ' (374)
pi(z) —ag(———), siz <o < i,
Tiy1 — T4
0, en otro caso

1 1
donde g es una funcién positiva en [0,1] y tal que ¢g(0) = g(1) =0, / g(y)dy = 5 (Por
0

ejemplo, se puede tomar g(y) = 3y(1 — y).) Entonces se define Vj, como el espacio generado
por las funciones ¢f'. Obsérvese que, de esta forma, las funciones de base ; son descentradas
dando més peso al intervalo [x;_;, z;]. Es inmediato verificar que con esta eleccién de Vi v
para una discretizacién uniforme de paso h del intervalo [0,1], al hacer la formulacién de
elementos finitos se recupera el esquema (372).

Conveccién estacionaria

Las conclusiones del modelo sencillo anterior se pueden extender al caso general estacionario
en el que se prueba que aparecen oscilaciones si se tiene que v < %, es decir, siempre que
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v sea muy pequeno.

Las razones de este comportamiento proceden de las propiedades de las ecuaciones en deri-
vadas parciales, pues cuando v se hace igual a cero, de un problema de naturaleza eliptica:

V.(@®) — V.w0V®) = f en Q. (375)

pasamos a uno de caracter hiperbodlico:

V.(@®) = f en Q. (376)
donde las condiciones de contorno sélo pueden imponerse en la parte de la frontera donde el
fluido entra:

b=y sobre I'™ = {z € 9Q | u(x).7i(z) < 0} (377)

Si denotamos el resto de la frontera como I't = 9O\I'", la formulacién variacional para
el problema estacionario de conveccién pura (376)-(377) puede escribirse como: Encontrar
d € L?(Q) tal que

/Q(I)ﬁ.ﬁwdx:/ gﬁ.ﬁwdv—/ﬂfwdx, vw € H'(Q) | wyr+ = 0. (378)
-

Con regularidad suficiente de los datos es posible obtener una solucién explicita utilizando
las curvas caracteristicas: Dado un punto x se define la curva caracteristica que parte de x
como la solucién X (z; s) de la ecuacién diferencial:

D) (X a5)),
s (379)

(La funcién X(x;s) da la posicién en el instante de tiempo s de la particula que ha si-
do transportada por el flujo de velocidad @ y que en el tiempo 0 ocupaba la posicién z).
Entonces, la solucion ® puede calcularse como

— [ (X (2:5)) ds 0 0g - .
2() = g(X(azs ) =TI [0 e LTIy (3s0)

donde X (z;s_) es la interseccion de la curva caracteristica { X (x;s) | s < 0} con la parte de
frontera I'".

De esta forma, el valor de la solucién a lo largo de la curva caracteristica es independiente
de lo que ocurre en el resto del dominio. En consecuencia, si las curvas caracteristicas que
parten de '™ cubren todo el dominio 2, la solucién es tnica.

Otro fenémeno que también puede ocurrir es la aparicion de discontinuidades en la solucion.
La existencia de una discontinuidad en la condicién de contorno no impide la existencia de
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solucion, aunque dicha discontinuidad se propagara a lo largo de la caracteristica que parte
del punto donde se encuentra la discontinuidad inicial.

Cuando v > 0 se hace muy pequeno con respecto a la magnitud de u, la solucién de la
ecuacién de conveccidén-difusion se aproxima a la de la ecuacién hiperbdlica. Entonces, si
las condiciones de contorno que se imponen en I'" son muy diferentes de los resultados que
se obtendrian en dicho trozo de frontera con v = 0 aparecen capas limites: la solucién para
v > 0 es aproximadamente la solucién para v = 0 en todo el dominio salvo en una franja de
pequeno espesor alrededor de I'", donde cambia bruscamente para satisfacer la condicion de
contorno.

Para evitar estos problemas se buscan esquemas numéricos adecuados sin tener que recurrir
a la reduccién de tamano de h (por su alto coste computacional). Una propiedad esencial del
problema hiperbdlico es que la solucién en un punto depende de lo que ocurre “aguas arriba”
y, en consecuencia, parece razonable elegir esquemas que privilegien ciertas direcciones. Esta
solucion ya se conoce en el marco de las diferencias finitas, en las que el uso de los esquemas
descentrados evita la aparicién de oscilaciones independientemente del valor de h. Lo que si
ocurre es una pérdida de precision en la aproximacion que, en realidad, es equivalente a la
introduccién de un término de difusién adicional (conocida como wiscosidad artificial debida
a la discretizacion).

Volviendo al caso de los elementos finitos, la obtencién de esquemas vélidos pasa por el uso
de técnicas de descentrado que privilegien la direccién “aguas arriba” (upwind) al mismo
tiempo que se intenta evitar que dichas técnicas anadan demasiada viscosidad artificial.

Esquema 1: Caracteristicas

Se puede proponer el siguiente esquema: Se considera una triangulacion 75, de € con vértices
N . .,
{¢;};2, v a continuacion:

1. 4 se aproxima por i), (elementos P; conformes) a partir de sus valores en los veftices.

s . N, .. , . . ,
2. Las caracteristicas { X (g;; . )};24 que se originan en los vértices se aproximan por lineas
poligonales

Xn(a:) = UIE" €] (381)

k

donde £ = ¢ v &€ es la interseccién de la semirrecta {&F — s, (€%)} >0 con la
frontera del elemento que contiene a £* y a &8 — ey, (€F) para € > 0 suficientemente
pequeno.

3. Se evalua ®(g¢;) por la férmula explicita.

4. Se construye @, a partir de los valores en los vértices {®(g;) Mn por interpolacién P;.
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La estimacion de error que se obtiene en este caso es

sup |®(z) — Op(z)| < Ch (382)

€
donde la constante C' sélo depende de las normas de w, f y g,y del didametro de €2.
Este esquema es preciso, pero bastante costoso, pues han de calcularse las caracteristicas

partiendo de todos los vértices de la triangulacion.

Observacion sobre el calculo de X, (q;)

Para calcular la sucesién de puntos {£¥} un buen algoritmo es usar las coordenadas bari-

céntricas {A\5}74] de €F y descomponer @,(€%) en una suma en los n + 1 vértices ¢; del

elemento en que se encuentra &F

n+1 n+1
in(E¥) =>" piq;, talque Y b =0. (383)
Jj=1 Jj=1
Entonces, se define
n+1
et = > )\?“ q; (384)
j=1

donde M1 =X¢ 4 p b con p tal que:

n+1

AL >0, [T X+ =o. (385)
j=1

De esta forma, una de las coordenadas baricéntricas de **! es nula, lo cual indica que esté
sobre uno de las caras del elemento.

Esquema 2: Descentrado por discretizacion de la derivada total

Recordemos que una formulacién débil del problema estacionario de conveccién pura (376)-
(377) puede escribirse como: Encontrar ® € L*() tal que

/Q(I)ﬁ.ﬁwd:v:/ gd’.ﬁwd’y—/ﬂfwd:v, vw € H'(Q) | wyr+ = 0. (386)
-

Sean TSE(Q) las traslaciones de €2 por § en la direccion +i, esto es,

TF(Q) = {v £6u(x) | v € Q} (387)
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Para construir el esquema se consideran las siguientes aproximaciones:

(o) Fu(a) = 5o+ 3 () — w (o), (358)
/52\[9st—(9)] Yde = /1"+ Yaidy + 0(9). (389)

De esta forma podemos aproximar el problema variacional (386) en el espacio W}, de funciones
Py a trozos, continuas en la triangulacién de €2 por el problema: Encontrar ®, tal que

/Qq)hwh dex — /§2\[QHT5_(Q)} Oy, (x) wy(x + di(z)) de = (5/wah dx

) gﬁﬁwh d’)/, \V/U)h € Wh | wh‘m =0. (390)
-

(También puede modificarse el esquema para que las condiciones de contorno se cumplan de
forma fuerte).

Estos esquemas, por ejemplo para el caso u constante, dan una aproximacién de orden
2 . .
O+ %), pero presentan el problema de ser, en general, muy difusivos.

Esquema 3: Difusion en las lineas de corriente (SUPG)

Consideramos de nuevo el problema de conveccién pura (376)-(377). Se define el espacio W),
de funciones P a trozos, continuas en la triangulacién de €2 y nulas sobre I'". Entonces el
problema se transforma en: Encontrar ®;, tal que ®;, — g € W), y satisface

/ V.(@03) [wp + b V. (Fwy)] de = / Flwn+hV.(@wy) de,  Ywp € Wa.  (391)
Q Q
La idea del método consiste en descentrar las funciones de base {¢;}~* anadiendo el término

hu.V;, lo cual da mas peso “aguas arriba”. De esta forma se reemplaza la formulacién de
Galerkin simétrica

por una formulacién no simétrica de tipo Galerkin generalizado

/Qﬁ.(mh) i + B V. (Tp;)] dx :/Qf i + WV (G de,  Wi=1,....Ny  (393)
Por otra parte, puede comprobarse que el esquema es la aproximacion del problema

-

V.(@®) — hiV[V.(0®)) = f — hi@.V [ (394)



110 MEF en dindmica de fluidos

que, cuando u es constante, se convierte en

V.(@®) — hV[(@ @ @) V] = f — hi@.Vf (395)
con lo que se ha anadido una viscosidad tensorial hi ® @ al problema de partida. Esta

viscosidad so6lo actua en la direccién del flujo, lo cual es adecuado para que no se produzca
una difusion excesiva.

Este esquema es estable y su orden de convergencia en norma L(Q) es O(h?).

Esquema 4: Descentrado por discontinuidad

Si @ se aproxima por funciones polinémicas a trozos que son discontinuas en las caras de
los elementos, puede introducirse un esquema descentrado utilizando las integrales sobre las
caras. En el caso del problema de conveccién pura (376)-(377) buscaremos @5, en un espacio
de funciones polinémicas a trozos, pero no necesariamente continuas en la triangulacién 7
de 2, esto es:

Wi = {wy | wyr € P¥, VT € 7.} (396)

El problema se puede aproximar entonces por: Encontrar &, tal que

/6.(@%) whdx—/a 7.7 [ @) whdyz/fwhdx, Ywn € Wi, VT € 7, (397)
T T~ T

donde 77 es la normal unitaria exterior a 9T, donde 0T~ es la parte de 9T en la cual u.7 < 0,
y donde el salto de discontinuidad de ®; se define como:

(D] (z) = el_i}r(%{q)h(a: +et(x)) — Pp(x —eu(x))}, Ve € 0T (398)

(En el caso en que JT interseca a I'~ el convenio es que ®;, = g en el otro lado de J7T) esto
es, p(x — e(x)) = g(z) cuando x € I'7).

Senalemos que, si la solucién @ es continua, se espera que @, tienda a una funcién continua
cuando A se hace muy pequeno, pues el término que se anade a la formulacién débil estandar
es pequeno. Para v > 0, sin embargo, el método no puede ser aplicado directamente ya que
para tratar el témino de difusién es necesario que las funciones de base sean continuas.

Puede probarse que este esquema tiene convergencia de orden O(hk+%) en norma L%(Q).
Este orden puede incrementarse a O(h**1) siempre que la triangulacién sea uniforme en la
direccién del flujo.

Problemas evolutivos de conveccién-difusién

Vamos a estudiar ahora la resolucion numérica del problema de conveccién-difusion evolutivo
que planteabamos a principio del capitulo.

Consideramos la ecuacion:
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o L
%—t +V.(i®) - V.(vV®)+adP=f enQx(0,7),

(399)
O(x,0) = Po(x) en
=g sobre 00 x (0,7,

y como en la mayor parte de las aplicaciones v es pequeno (conveccién dominante) buscare-
mos esquemas que funcionen bien incluso cuando v = 0. Por simplicidad supondremos que
g = 0 (condicién Dirichlet homogénea).

Consideramos el espacio funcional V = H}(Q) y definimos, para ®, w € V, la aplicacién

a(®,w) = /Q{l/ﬁq).ﬁw —@NVw® + adw} dx (400)

entonces una formulacién débil o variacional del problema es: Dados f € L2(2x(0,7T)), @, €
L*(Q), w e L>*(2 x (0,T)), encontrar ® € L*(0,T;V) N C([0,T], L*(Q2)) tal que

(1)) + a(@(0), w) = (1), w), Vw e,
(401)

D(0) = B

Podemos considerar a continuacién la siguiente formulacién semidiscreta del problema ante-
rior: Encontrar &, tal que

%(@h(t),wh> + a(@h(t),wh) = <f(t), ’LUh>, th € Wh,
(402)

4 (0) = Po p,
donde W), C V es un espacio de elementos finitos adecuados.
Comenzaremos introduciendo una familia de esquemas en diferencias finitas en tiempo y

comentando sus propiedades de estabilidad.

Discretizacion en tiempo por 0-esquemas

En este caso la elecciéon de W), debe hacerse con cuidado. La utilizacién del espacio de
funciones continuas, P; a trozos sobre una triangulaciéon de €2 no es satisfactoria cuando la
conveccion es dominante, pues la solucion es altamente oscilante a menos que el parametro
de discretizacién h sea del orden de v. Es mas adecuado en este caso el uso de un espacio
Wy, que incorpore implicitamente el descentrado.

Se divide el intervalo [0, 7] en subintervalos de igual longitud [¢,,t,.1], n =0,..., N — 1,
con At = % y tn, = nAt, ¥Yn = 0,..., N. Denotaremos por ®"(x) una aproximacién de
®(x,nAt). Entonces, utilizando el f-esquema para la discretrizacién en tiempo, obtenemos:
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1
o (Ph = D wn) + a(0DF + (1 — )P, wy,)

A
: — (0f (o) + (L= 0)F (1), wn) Yy € W, (403)
D) = Py,

donde 0 < 0 <1y &) € W, es una aproximacién del dato inicial ®y. (Recordemos que

esta técnica incluye los esquemas clésicos: Euler explicito (6 = 0), Euler implicito (f = 1) y
Crank-Nicolson (6 = ).

Si denotamos por {@y o, una base de W, entonces en cada paso de tiempo es necesario
resolver un sistema lineal asociado a la matriz A 4+ 0 At M, donde A = (a;;) y M = (my;)
son las matrices definidas como:

aij = a(j, i), 1<i,5 <N, (404)
mij = (@5, @i), 1<4,j < Ni. (405)
Noétese que en el caso de Euler explicito (f = 0) la matriz no es diagonal, lo cual obliga en
cada paso a la resolucién completa de un sistema de ecuaciones lineales. Para evitar esto,

puede concentrarse la matriz en la diagonal mediante la técnica de “mass lumping”, lo que
hace inmediata su resolucion.

Vamos a dar a continuacién un resultado de estabilidad para los 6-esquemas:

Resultado 1: Supongamos que existen constantes 0 < pg < w1 tales que

]_ —
o < §V.(ﬁ®) +a< (406)

y que la aplicacion t — ||f(t)||oo estd acotada por fy en [0,7]. En el caso 0 < 6 <
supondremos ademads que 7, es una familia uniforme de triangulaciones y que el paso d
tiempo At verifica la restriccion:

1
2
e

h2 . 1 2[&0
< 7 — 2P
At < 1-200, IIllIl{V,

Entonces la solucién @} satisface:

T
P4 o < Hq)?LHo,QﬂLC'z\/;fo (408)

donde C; y C5 son constantes positivas que sélo dependen de 2.

(407)

Discretizacion en tiempo por caracteristicas

Este método surge de considerar la ecuacion de conveccién-difusion desde un punto de vista
lagrangiano (en lugar del euleriano). Recordemos la definicién de curvas caracteristicas:
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Dado un punto z € Qy un instante de tiempo ¢ se define la curva caracteristica X = X (z,; s)
como la solucién de la ecuacién diferencial:

% = u(X(z,t;5),5),
- (409)

X(z,t;t) = .
Desde un punto de vista geométrico, X (x, t; s) da la posicién en el tiempo s de la particula de

fluido que ha sido transportada por el campo de velocidad @ y que en el instante ¢ ocupaba
la posicion x.

Aplicando la regla de la cadena se tiene que

diap(X(x,t; $), )]st = %(m,t} + i(x,t).Vo(x, 1) (410)
S

Teniendo en cuenta que X (z,(n+ 1)At; (n+ 1)At) = x podemos escribir

(jl_‘f . a.vq>> () & [ (@) = "(X"(2)] (411)

donde X™(x) es una aproximacion de X (z, (n + 1)At; nAt). Para esta aproximacion pueden
elegirse distintos esquemas; por ejemplo, usando un esquema de Euler para resolver (409) se
tiene:

X"z)=x—ua"(x) At (412)

o usando un esquema de Runge-Kutta de segundo orden se llega a:

) At
X"(x) ::B—ﬁ’”?(x—ﬁ"(:r)?)At (413)
Teniendo en cuenta que
V.(vV®) = vAD, (414)
V.(@i®) = a.Vd + (V.0) P, (415)

y la igualdad (411), obtenemos la siguiente discretizaciéon en tiempo de las ecuaciones de
conveccién-difusion (399):
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P = Py,
ol — oo X 1 = —ntl 1 1

A —vAO"T + (V.a" +a)0" ! = T en Q, (416)
d" 1 =0 sobre ON).

Como puede observarse, este método presenta una gran ventaja sobre los anteriores ya que
en los problemas a resolver en cada paso de tiempo no aparecen términos de conveccién, por
lo que no seran necesarias técnicas de descentrado a la hora de aproximarlos por elementos
finitos. Ademas, puede probarse la estabilidad incondicional del método atin en el caso v = 0.

Este método se aplica al problema totalmente discretizado usando elementos finitos en un
espacio W), adecuado (por ejemplo, funciones continuas, P; a trozos sobre la triangulacién
de Q y satisfaciendo las condiciones de contorno). El esquema resultante es: Dado ®) =
@, € Wy, para cadan = 0,..., N — 1 encontrar " € W, tal que

1 — — —
(DT — DY o X1 wy) + (VO Vwy) + (Vi + a)®r wy,)

At
= <fn+17 wh>a vwh S Wh (417)

donde Xj' es una aproximacion de X". Puede probarse que, bajo hipdtesis de regularidad
adecuadas, se obtiene la siguiente estimacién del error:

2

h
|1D(t,) — @hlloo = O(h+ At + E) (418)

Las dificultades fundamentales aparecen, en primer lugar, en el calculo de las aproximaciones
discretas Xj' de X™ mediante las técnicas ya vistas en el caso estacionario (ver (383)-(385))
y, en segundo lugar, en el calculo de las integrales:

/Q((PZ o X')(x) wp(x) dz (419)

Un calculo exacto de estas integrales es muy costoso, por lo cual, lo que se hace en la practica,
es usar un esquema de integracién numérica:

Nt
(@10 X)) wnle) de = 33wl @ (X3 0 wn(n) (420)
Teri=1
donde 7] son los nodos de cuadratura de la férmula de integracién elegida en el tridngulo T
y w1 son los pesos asociados.

El estudio de cémo afecta a la estabilidad del método la eleccion del esquema de integracién
numérica es complejo, pero parece necesario utilizar esquemas suficientemente ricos (esto es,
con un nimeros Ny de nodos suficientemente grande) para asegurar la estabilidad.
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6.2 Resolucion numérica de las ecuaciones de Stokes

Un buen método para resolver las ecuaciones de Navier-Stokes deberia, al menos, ser capaz
de resolver de manera efectiva el problema de Stokes (de hecho, muchos procedimientos
iterativos para resolver las ecuaciones de Navier-Stokes se basan en resolver una sucesion de
problemas de Stokes).

Vamos a presentar entonces métodos para resolver las ecuaciones de Stokes que modelan flu-
jos incompresibles de fluidos newtonianos con niimero de Reynolds moderado, es decir, para
los casos de baja velocidad o de alta viscosidad. Por simplicidad nos centraremos en el caso
de dimension n = 2, pero razonamientos analogos son validos para el caso tridimensional.

El problema puede plantearse como: Encontrar la velocidad @ y la presion p tales que:

=0 en(, (421)
=0 sobre 0f).

Una formulacién débil de este problema es: Encontrar @ € [H(Q)]? y p € L?(Q2) tales que:
1// Vi : Vide — / pV.0dx :/ fode, Yie[HH Q)
Q Q Q

(422)
/ gV.ide =0, Yge LX(S).
Q

donde Vi representa la matriz de componentes % y donde se define el producto : de las
matices A = (a;;) y B = (b;;) como:
2
A . B = Z aijbij (423)

ij=1

Teniendo en cuenta que la solucién « debe ser de divergencia nula (esto es, V.@ = 0 ) parece
natural introducir el espacio de funciones de divergencia nula:

W = H(div,Q) = {7 € [H{(Q)]? | V.7 = 0} (424)

De esta manera, se puede obtener otra formulacién variacional equivalente a (422): Encontrar
u € W tal que:

V/ﬁﬁ:ﬁﬁdx:/fﬁdx, Ve W. (425)
0 0

Es importante senalar que:
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e Ambos problemas variacionales (422) y (425) son equivalentes al problema de optimi-
zacion con restricciones siguiente:

: Voo @, 7o

min /Q{§VU :Vide — f.0} de. (426)

e La condicién de incompresibilidad (que estd incluida en ¢ € W) juega el papel de
restriccion lineal.

e De las formulaciones anteriores se deduce que la presion p puede interpretarse como
un multiplicador de Lagrange asociado a esa restriccion. En realidad las ecuaciones de
la formulacién variacional (422) son las ecuaciones de equilibrio del problema de punto
silla:

min max /{%617 Vi + qV.0 — [0} de. (427)
Q

TE[HF(Q)]? qeL?(Q

Si denotamos V = [H} (Q))?, Q = L?(Q2), podemos definir

o(@,7) = v /Q Vi:Vide V@, TeV, (428)
b(d,q) = — /Q gV.idr VeV, YqeQ. (429)

Asi podemos escribir (422) en la forma: Encontrar @ € V' y p € @ tales que:

(430)
b(i, q) =0, Vg e Q.

En general, la existencia y unicidad de solucion para un problema de este tipo requiere,
ademas de la V-elipticidad de la forma bilineal a, la verificacion de la condicion “inf-sup”
de Ladyzhenskaya-Babuska-Brezzi (LBB) que se puede escribir como:

; ! > ko > 0. (431)
7€V qeq |17v ll¢llo

Analizaremos entonces discretizaciones vélidas para (430): Introducimos subespacios finito-
dimensionales V;, C V, @), C @ y consideramos la formulacion discreta

—

a(tp, Up) + b(Th, pr) = (f, Un), YUy, € Vi,
(432)

b(dn, qn) =0, Van € Qn.
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Para asegurar la existencia de solucion del problema discreto y la convergencia de esta a
la solucién del problema continuo serd necesario el cumplimiento de la condicion “inf-sup”
uniforme siguiente:

inf  sup b(Um Qh)

) g s gy >0, vk (433)
vpEVY qreQn ||Uh||Vh ||qhHQh

La primera cuestion que se plantea es como comprobar de manera sencilla el cumplimiento
de esta condicién. Un criterio en esta direccién es el siguiente:

Resultado 2: Si puede construirse un operador I, de V en V), verificando:

b(IL,(v) — ¥, qn) = 0, Van € Qn, (434)
ML @)y < el (435)

con C independiente de h, entonces la condicion “inf-sup” LBB discreta se cumple.

Forma matricial del problema discreto

Si {¢; 1" es una base de Vj, y {; }] | es una base de )p,, se definen las matrices A = (a;;)
y B = (bkl) y el vector F' = (f;) mediante:

;5 = a(%‘; 9251)7 (436)
b = (1, ), (437)
fr={f. o). (438)
Si escribimos las soluciones discretas uy, y p, en funcion de las bases
Nh .
Uy, = Z Ui ¢i, (439)
i=1
My,
Prn = Z Pg %'7 (440)
j=1

y denotamos U = (U;)Ny, P = (Pj)jj\ihl, el problema discreto puede escribirse en forma
matricial como:

(5 5)(5)-(0) e

Ejemplos de elementos finitos

Una idea natural en los problemas de divergencia nula es forzar al cumplimiento de esa
restriccion fuertemente, es decir, en cada punto. Esto puede hacerse facilmente: Dada una
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eleccion de Vj, para las velocidades seria suficiente elegir (J;, de manera que contuviese 6.(%)
para asegurar que la divergencia es cero en cada punto. Pero, como ocurre con muchas ideas
simples, esto conduce a un punto muerto: Aparecen restricciones de mas para la velocidad
y asi se llega a un fendmeno de “locking”, es decir, la tinica solucién posible es la nula.

Ejemplo: Se aproxima u usando elementos Py, conformes, de esta manera la velocidad dis-
creta Uy, es continua en todo el dominio ) y polinomica de grado 1 a trozos. Aproximamos
la condicion de incompresibilidad por V., = 0, esto es, una restriccion por tridngulo, de
forma que la presion discreta py es constante a trozos. Si ahora contamos el niumero de
grados de libertad para la velocidad discreta (son dos veces el nimero de vértices interiores)
este es inferior al nimero de restricciones lineales (el nimero de tridngulos).

Figura 8: Malla cuadrada uniforme: 2 x 4 =8 < 18.

Entonces, excepto para mallas muy requlares donde algunas restricciones puedan ser lineal-
mente dependientes, la unica uy, admisible que satisface las condiciones homogéneas de con-
torno y las condiciones de incompresibilidad es la solucion trivial i, = 0 (fenémeno de
“locking”).

Este ejemplo elemental muestra como las elecciones de las aproximaciones de @ y p no son
arbitrarias.

Como los métodos con cumplimiento de la condicién de divergencia nula de manera exacta
son delicados, exigiendo mallas especiales o elementos de grado alto, parece razonable exigir
el cumplimiento de la condicién sélo de manera aproximada. Puesto que el operador Vh. s
la proyecciéon sobre @0y, del operador divergencia, si (), es pequeno o V}, grande esta proyeccion
sera efectivamente mas débil que la condiciéon exacta. Ademas, en general, la verificacion de
la condicién “inf-sup” serd mas sencilla.

Una forma proceder es hacer V}, mas grande utilizando elementos enriquecidos. Esto consiste
en estabilizar un elemento enriqueciendo el campo de velocidades mediante el uso de fun-
ciones “burbuja’, es decir, funciones que solamente son no nulas en el interior de un tnico
elemento. El ejemplo mas sencillo es la funcion “burbuja” conforme, que se suele denotar
por by 7. Esta definida como bsr = A3, donde los A; son las coordenadas baricéntricas
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del triangulo T.

Esto da lugar, entre otras, a las siguientes familias de elementos finitos:

Ejemplo 1: EI MINI elemento

La velocidad se aproxima por funciones continuas en €2 tales que restringidas a cada elemento
T pertenezcan a PP(T'), donde:

PAT) ={q+absr | g€ P(T), a € R} (k>0) (442)
y la presién se aproxima por funciones continuas en Q y Pi(7T) en cada elemento. Esto

significa que una burbuja ctibica se anade a la aproximacion lineal a trozos de la velocidad,
mientras que la presién se considera lineal a trozos.

LS L

Velocidad Presion

Figura 9: MINI elemento

Ejemplo 2: El elemento de Taylor-Hood enriquecido

En este caso se anade una burbuja ctbica a una aproximacién cuadratica a trozos de la
velocidad, mientras que la presion se continua aproximando por funciones lineales a trozos.
(Sin la burbuja este elemento se conoce como elemento de Taylor-Hood y también es estable).

S L

Velocidad Presion

Figura 10: Elemento de Taylor-Hood enriquecido
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En estos dos ejemplos hemos considerado aproximaciones continuas de la presién. Sin em-
bargo, parece importante considerar aproximaciones discontinuas, pues proporcionan una
mejor verificacién de las ecuaciones de conservacion de la masa.

Ejemplo 3: El elemento P, — F,

Son los elementos estables con presion discontinua mas simples. Estos elementos no tienen
ninguna propiedad especial, salvo que la presiéon se aproxima con una precisiéon muy baja,
por lo cual no son muy recomendables en la préactica.

(En el caso en que, en vez de elementos simpliciales, se usen elementos rectangulares, los
més simples son los elementos Q3 — Qp.)

S L

Velocidad Presion

Figura 11: Elemento P, — B,

En el caso de elementos con presion discontinua también es posible estabilizar estos elementos
anadiendo funciones “burbuja”:

Ejemplo 4: El elemento de Crouzeix-Raviart

S

Velocidad Presion

Figura 12: Elemento de Crouzeix-Raviart
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Se elige como @)}, es espacio de funciones discontinuas lineales a trozos y se afiaden “burbujas”
cubicas a la aproximacion cuadratica a trozos de la velocidad.

(También es posible el uso de elementos no conformes y de combinaciones de elementos
simpliciales y rectangulares.)

Estabilizacién de métodos no admisibles

Hasta ahora hemos descartado parejas de elementos que no cumplen la condicién “inf-sup”.
Sin embargo, algunas de estas parejas resultan atractivas, o bien por su bajo nimero de
grados de libertad, o bien porque la velocidad y la presién se aproximan por el mismo tipo
de elementos finitos.

Una técnica que permite construir esquemas estables sobre la base de elementos no admisibles
es la estabilizacién mediante el filtrado de la presion. Consideremos, por ejemplo, el caso
del elemento (), — @)y donde la velocidad se aproxima por funciones bilineales a trozos y
la presion por constantes a trozos. Si trabajamos con una malla regular de rectangulos,
existen presiones espureas que adoptan un patrén especial (por ejemplo, toman valores 1
y 0 alternativamente sobre los rectdngulos de la malla). En este caso el subespacio de las
presiones espureas es facil de caracterizar y se puede realizar un filtrado que lo elimine de
@n, de manera que se obtenga un método estable.

Velocidad Presion

Figura 13: Elemento @1 — Qo

Otra idea posible consiste en modificar la formulacién variacional del problema, como por
ejemplo en el siguiente esquema: Encontrar u, € V), v pn € @), tales que:

a(tip, Up) + b(Vh, pr) = (ﬁ Tn), YUy, € Vi,
(443)

b(ﬁh, Qh) - d(ph,ﬁm Qh) =0, Van € Qn.

donde

d(ph, ﬂ:h, qh) = Z aT h%« /T(ﬁph — Aﬁh — f).ﬁqh dl’ (444)

Ter,
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donde a7 es un parametro a elegir para cada elemento 7'

El inconveniente de estos métodos es que llevan a la resolucién de sistemas lineales no
simétricos (aunque se han construido refinamientos de estos esquemas que conducen a siste-
mas simétricos).

Otra posibilidad de estabilizaciéon es la combinacion del método de elementos finitos con el
método de minimos cuadrados, lo que da lugar a los métodos GLS.

6.3 Las ecuaciones de Navier-Stokes
Comenzaremos considerando, por razones de simplicidad, la formulacién de las ecuaciones
estacionarias de Navier-Stokes con condicién de contorno Dirichlet homogénea. Al final

daremos algunas ideas breves sobre el caso evolutivo.

Caso estacionario

Dado un abierto 2 C R? de frontera 0 suficientemente regular, el problema consiste en
encontrar la velocidad @ € [H'(Q2)]? y la presién p € L*() tales que:

—vAG+ (@V)i+Vp=f enQ,
Vii=0 en, (445)
© =0 sobre 0f).

donde v es la viscosidad cinemdtica del fluido (que suponemos constante) y f representa
una fuerza por unidad de superficie. Para definir la formulacion variacional débil vamos a
introducir las formas bilineales y trilineales siguientes:

(@, @) = v / Via:Vide Vi, o e [HYQ)R (446)
Q
b(7,q) = — /Q gV.ade YT e [H(Q)], Vqe L(Q), (447)
(@, 1,7) = / (@N)adde Vi, a7 e [HY(Q)2 (448)
Q

Entonces, la formulacién variacional del problema anterior es: Encontrar @ € [H(Q)]* y
p € L*(Q) tales que:

a(@, D) + c(@, @, T) + b(T,p) = (f,7), Ve [H(Q)]?,
(449)
b(ii,q) =0, Vqe L*(N).
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El problema discretizado

Se eligen de manera adecuada espacios de elementos finito V}, para aproximar la velocidad
y @ para la presion. El problema aproximado es entonces: Encontrar 4, € Vi, v p, € Qn
tales que:

(i, B) + (@, Tn, Tn) + b(Tn, pn) = (T, Yy, € Vi,
(450)

b(tin, qn) = 0, Van € Q.
Este problema discreto es equivalente a un sistema de ecuaciones no lineales. Para ver esto

. - IN M, . oo .
consideramos {¢;}; una base de V}, y {¢;};24 una base de @j,. Si escribimos las soluciones
discretas uy, v pn en funcion de las bases

Nh - Mh
iy, = Z Ui ¢i, Pr = Z Pj;, (451)
i=1 j=1

y denotamos U = (U;), P = (P)) j]\ihl, el problema aproximado se escribe como:

(% 7 ) (k)= (7) ()
donde A(U) = (a;;) v B = (by) son las matrices:

—

ai; = a(o;, </;z) + (i, </;j7 </;z)7 (453)

bri = b(ér, Y., (454)

y el vector F' = (f;) viene dado por:

fi={f. o). (455)

Este sistema no lineal puede resolverse usando los métodos de Newton, cuasi-Newton o
iteracion simple. Una alternativa es calcular la solucién aproximada como la solucién de
estado estacionario (como limite en tiempo infinito) de un problema evolutivo, aplicando
métodos para problemas dependientes del tiempo.

Vamos a comentar las cinco condiciones que permiten garantizar la estabilidad de los es-
quemas aproximados y que las soluciones obtenidas mediante esos esquemas den ya una
precision optima.

Las tres primeras de estas condiciones conciernen a la continuidad de las formas a, by c:



124 MEF en dindmica de fluidos

1.
la(tp, 7)) < K ||tn]|1.0 ||U]|1.0, Vi, U, € V.
2.
|b(tn, qn)| < K ||Unl1.0 llanlloq, Vi, € Vi, Yan € Q.
3.
la(tp, vh)| < K ||tn]|1,0 ||V ]|1.0, Yy, U, € V.

La cuarta condicion es la relativa a la elipticidad de a:

4.
a(Zh, Zn) = Ka |25 0 VZh € Zy,

donde

Zyp =AU € Vi | 0(Th, qn) = 0, Vg, € Qn} (456)
Finalmente, la quinta es la condicion “inf-sup” LBB ya vista anteriormente:

5.
inf  sup b(Um Qh)

B — > K5 > 0.
UhEVR qrEQn ||Uh||Vh ||Qh||Qh

(Algunos espacios de elementos finitos que verifican la condicién LBB ya han sido
vistos en el estudio de las ecuaciones de Stokes.)

Caso _evolutivo

Para finalizar el capitulo comentaremos muy brevemente la aproximacién numérica de las
ecuaciones evolutivas de Navier-Stokes:

a/a' = N AN — —

a—yAu—ir(u.V)u—l—Vp:f en Q x (0,7),

0 enQx(0,7), (457)

@=0 sobre 00 x (0,7,
u(x,0) = up(x) en

En la resolucion numérica de estas ecuaciones estan presentes todas las dificultades encon-
tradas en las secciones anteriores, agravadas por la presencia de términos no lineales.

V.

Una primera posibilidad para su resolucion es la utilizacion de una semi-discretizacién en
tiempo (mediante los métodos de Euler o de Crank-Nicolson), lo cual lleva en cada iteracién
de tiempo a la resolucién de un problema no lineal de Navier-Stokes estacionario.

Otra posibilidad es el uso del método de caracteristicas. La aplicaciéon de este método al
problema es ventajoso con respecto al anterior, en el sentido de que en cada iteracion de
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tiempo hay que resolver un problema lineal de Stokes estacionario. Las experiencias muestran
que este algoritmo tiene buenas propiedades de estabilidad.
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