Lino Alvarez - Aurea Martinez METODOS NUMERICOS

TEMA 3: RESOLUCION

DE SISTEMAS DE

ECUACIONES LINEALES

Y NO LINEALES

Abordaremos en este tema la resolucion de Sistemas
de Ecuaciones Lineales (por diferentes métodos direc-
tos, iterativos y de descenso) y la resolucién de Sistemas
de Ecuaciones No Lineales (por métodos de iteracion
funcional y de Newton).

Antes de plantear los métodos de resolucion de S.E.L.
estudiaremos su condicionamiento, esto es, la sensibi-
lidad de la solucién exacta del sistema a las pequenas
variaciones en los datos.

1 CONDICIONAMIENTO DE UN S.E.L.

Consideremos un sistema de n ecuaciones lineales con n
incognitas Ax = b con A € M,,«, inversible (esto es,
un sistema compatible determinado con solucién tnica).
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Ejemplo 1 .- Sea el S.E.L.

107 8 7\ ( 32
756 5 ||a| |23
8 610 9 ||as| |33
759 10)\ a4 31

St perturbamos ligeramente b:

107 8 7\ (m 32.1
756 5 ||a| | 229
8 610 9 || a5 | |331
759 10)\ 2y 30.9

St perturbamos ligeramente A:

0 7 81 7.2 x1
7.08 5.04 6 5 T2
8 598 9.89 9 T3
6.99 499 9 9.98 x4

32
23
33
31

I 1
I o 1
T3 N 1
Iy 1
I 9.2
x9 | | —126
XT3 N 4.5
Iy —1.1
T —381
Io o 137
T3 N —34
Iy 22

Por tanto, frente a pequenas variaciones de A o de
b, la solucion xr varia mucho. Diremos en este caso

que el sistema esta mal condicionado.

Para medir la variacion de la solucién respecto a las
variaciones de A o b (condicionamiento del sistema)
se introduce el niimero de condicién de A:

cond.(A) = [ All..| A7l

para una norma matricial subordinada ||.||«

62



Nosotros utilizaremos usualmente alguna de las normas
matriciales subordinadas siguientes:

n

lAlr = max 3 fa]
n

1Al = max j;!az‘ﬂ

[All2 = /p(A"A)

Todas las normas matriciales subordinadas verifican, ade-
mas de las propiedades caracteristicas de toda norma:

| All« >0

|All. =0 & A=0

|A+ Bll. < || A]l« +[| B+
|c. Al = |c].[| Al

las siguientes propiedades:
[All+ = p(A)
|A-Bll« < [[Alls.[| B]]+
_ ~1
IA™ ] > Al
1]l =1

Como consecuencia de estas propiedades y de la propia
definicién de ntmero de condicién, este verifica:
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L. cond(A)>1, VA€ M,y,
2. cond(A) = cond(A™Y), VAE M,y,
3. cond(cA) = cond(A), VA E M,xn, Yc#0

Se tienen entonces los siguientes resultados:

Teorema 1 .- Se consideran, para A inversible y
para b # 0, los sistemas:

Ax = b,
A(x+dx) =b+ 6b.

Entonces:

19|

lzll

ob
< cond(A) HHbHH

Teorema 2 .- Se consideran, para A inversible y
para b # 0, los sistemas:

Ar =0,
(A+0A) (x + dx) = 0.

Entonces:

10| 10A]
———— < cond(A) —.
lz + oz 1A
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Observacion 1 .- Por tanto, cuanto mayor sea el
numero de condicion peor serd el condicionamiento
del sistema.

En el ejemplo anterior, el mal condicionamiento es

debido a que condy(A) = ||All2.]|A!||2 = 2984.

Para resolver los sistemas mal condicionados se usan las
técnicas de precondicionamaiento:

Dado un sistema Ax = b mal condicionado (es decir,
con cond(A) grande), se busca una matriz inversible P
tal que cond(PA) sea pequenio. Entonces, se resuelve el
sistema equivalente PAx = Pb que ya es bien condi-
cionado.

El caso més favorable serfa P = A~!, pues entonces
cond(PA) = cond(I) = 1.

Las técnicas de precondicionamiento buscan una matriz
P “préxima” a A™1, pero facilmente calculable. (La es-
trategia mas favorable consiste en calcular directamente
PAy Pb.)

Las técnicas mas comunes son la factorizacion incom-
pleta de Gauss, factorizacion incompleta de Choleski,. . .
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2 METODOS DIRECTOS PARA S.E.L.

Los métodos directos se caracterizan por el hecho
de que, si no hubiera errores de redondeo, se obtendria
la solucion exacta del sistema en un nimero finito de
operaciones.

Presentamos los siguientes métodos:

2.1 Meétodo de Gauss.-

Dado un SEL. Az = b con A € M,,, inversible,
el principio que rige el método de Gauss para la
resolucion del sistema se puede resumir en “la deter-
minacion de una matriz inversible M tal que la matriz
M A sea triangular superior”. Este es el proceso llamado
de eliminacion. Una vez finalizado este proceso se re-
solvera el sistema triangular equivalente M Ax = Mb
mediante el método de sustitucion retrograda.

En la practica no se calcula M, sino directamente los
productos M A y Mb.

El método de Gauss se realiza en tres bloques:

1. Proceso de eliminacion sucesiva de incégnitas, que
equivale a la determinacion de una matriz M tal que
M A sea triangular superior.
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2. Célculo del vector Mb, que se suele realizar simul-
taneamente al bloque 1.

3. Resolucién de sistema triangular M Ax = Mb por
sustitucion retrégrada.

Se pueden distinguir basicamente tres versiones del mé-
todo de Gauss:

e (Gauss normal

e Gauss con pivote parcial

e (Gauss con pivote total
y un cuarto algoritmo:

e factorizacion LU

que es la interpretacion matricial de la primera version.

Gauss normal:

El proceso de eliminacion se realiza en (n — 1) etapas:
en cada etapa k-ésima se obtienen ceros en la columna
k por debajo de la diagonal principal. Asi, partiendo de
Ap = A, en la etapa k-ésima se construye Aj,1 a partir
de Ay = (afj)

Para poder realizar cada etapa k-ésima se exigira (y esta
es la caracteristica esencial de Gauss normal) que:

ay, #0, VYk=1,...,n.
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Etapa k-ésima :
Se hacen ceros en la columna k por debajo de la diagonal

principal restando a las filas 7 =k +1,...,n, la fila k
k
.o ;1.
multiplicada por —*.
AL

Matricialmente, esto corresponde a hacer Ay, 1 = E, A
con:

1
E). = aiﬂ,k 1 (d@t(Ek;) = 1).

I
pg

ok
0 —GE0 ]
aj

E

Una vez realizadas las (n — 1) etapas se tiene:

A, =E, ... lhbE1A=MA=U,
M

donde U es una matriz triangular superior, y simulta-
neamente:

E,_1...EsE1b= Mb.

Factorizaciéon LU:

Es la interpretacion matricial de método Gauss normal.
Teniendo en cuenta que todas las Ej. son matrices trian-
gulares inferiores con elementos diagonales iguales a uno
(por tanto, inversibles), se tiene que la matriz:
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L=M"'=FE'E'  E
es también triangular inferior con unos en la diagonal.
Por tanto:

MA=U & A=M"'U=1LU.

Teorema 3 .- (Factorizacion LU )
Sea A = (a;j) € Myxy, tal que las n submatrices prin-
cipales:

ai ... a1k

A = : : ) k=1,...,n,
arr ... Qkk

sean inversibles (esto es, det(Ay) #0, Vk=1,...,n).
Entonces, a’,ﬁk #+ 0, Vk=1,...,n,y, por tanto,
existe una matriz triangular inferior L = (l;;) con
elementos diagonales l;; = 1, Vi = 1,...,n, y una
matriz triangular superior U = (u;;) tales que A =
LU. Ademdas, esta factorizacion es unica.

Por tanto, si la eliminacion gaussiana es “normal” la
resolucion del sistema Ax = b se puede sustituir por
la resoluciéon de dos sistemas con matriz triangular (por
tanto, facilmente resolubles por sustitucion):

Ar=b & LUz =b < {Ly_b
2 Ur =y
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Formulas para el cdlculo de L y U :

uy; = aiy, jzl,...,n.
a;1
j .

ljy=—", j=2,...,n.
u11

Para 1 =2,...,n:
i—1 o

wij = ai; — > lpugy, J=1,...,n.

k=1

i—1
aji — kz LikUri
-1 . .
lji: , J=1+1,....,n.
Wij

Observacion 2 .- A la hora de implementar el méto-
do en el ordenador, esta estructura de cdlculo per-
mite almacenar cada w;; en la posicion de a;; y cada
lji en la correspondiente posicion de aj;, con el con-
siguiente ahorro de memoria.

Como aplicacion directa del método LU se tiene que:

det(A) = det(L) det(U) = det(U) = uqiuzg . . . Upy,.

=1

Gauss con pivote parcial:

No es dificil encontrar ejemplos de sistemas donde el
método de Gauss normal no puede llevarse a la practica,
puesto que algin elemento af, resulta nulo. En este
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caso sera necesario, antes del proceso de eliminacion, un
cambio de orden en las ecuaciones del sistema a fin de
obtener un elemento diagonal no nulo. En esto consiste
en método de Gauss con pivote parcial, que también se
desarrolla en (n — 1) etapas:

Etapa k-ésima : Cada etapa se realiza en dos pasos:

PASO 1: Se elige el pivote parcial y se lleva a la diago-
nal, esto es, se intercambia la fila k con la fila ¢ > k tal

que el pivote a¥, sea no nulo y verifique:

k k
|a,| = kfgggn |%k|

Si no existe dicho elemento, se pasa a la etapa (k + 1).
Matricialmente, este paso equivale a multiplicar P Ay,

I, si 1=k,
P’“{v,ﬂ-, si i # k,

donde V}; es la matriz de permutacion resultante de in-

COI1:

tercambiar en la identidad las filas ¢ y k:

1 0

=
|

(det(Viy) = —1).
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Por tanto:

1 si 1=k
det(P,) =1{ "’ ’
et(Pk) {—L si ik,
PASO 2: Se hacen ceros en la columna k por debajo de
la diagonal principal como en el caso de Gauss normal.
Matricialmente, corresponde a hacer Ay, 1 = Ep P A

Una vez realizadas las (n — 1) etapas se tiene la matriz
triangular superior:

Ay=FE, 1P, ... BsPLEEPLA=MA=U,
M

y simultaneamente:

E, P, |...EyP,E,Pib= Mb.

Teorema 4 .- Sea A € M, ., cualquiera. FExiste,
al menos, una matriz M inversible tal que MA es
triangular superior. Ademds:

det(M) _ (_ l)nﬁmero de cambios de filas __ +1.

Por tanto:

det(A) _ (_1)nﬁmero de cambios de filas UL U2 -« - Upyy-
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Observacion 3 .- Las estrategias de pivote, ademas
de hacer factible el proceso de eliminacion, evitan la
division por numeros muy pequenos con los consi-
gquientes errores de redondeo.

Gauss con pivote total:

Constituye una nueva estrategia para evitar en la medida
de lo posible los errores de redondeo de los métodos de
Gauss normal y con pivote parcial.

La idea consiste en elegir como pivote total el elemento
de mayor valor absoluto, no sélo en la columna k, sino
en todas las columnas j con £ < 53 < n. Esto intro-
duce una nueva dificultad, ya que el cambio de orden
en las columnas corresponde a un cambio de orden en
las incognitas, hecho que debe ser tenido en cuenta a la
hora de la resoluciéon de sistema triangular.

El método de Gauss con pivote total se realiza en (n—1)
ctapas:

Etapa k-ésima : Cada etapa se realiza en dos pasos:

PASO 1: Se elige el pivote total afj = 0 tal que:

k| _ k
|az’j’ - ké%%:én |apq

y se intercambian la fila & con la fila 7 y la columna k con
la columna j. Este paso equivale a multiplicar P A.Qx,
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COIl:

| si 1=k, | si g =k,

PASO 2: Se hacen ceros en la columna k por debajo de
la diagonal principal como en el caso de Gauss normal.
Matricialmente, corresponde a hacer Ay, 1 = EL P ApQy.

Una vez realizadas las (n — 1) etapas se tiene la matriz
triangular superior:

An = En—lpn—l .. .EQPQElplAQlQQ. . -Qn—l = MAN = U,
M N

y simultaneamente:

E, 1P, 1... EsPoE1Pb= Mb.

Teorema 5 .- Sea A € M,, cualquiera. FExisten,
al menos, dos matrices M y N inversibles tales que
MAN es triangular superior. Ademds:

d@t(M) _ (_ 1)n1’1mero de cambios de filas __ +1.
d Gt( N) — (_ 1)n1’1mero de cambios de columnas __ +1.

Por tanto:

numero de cambios de filas v columnas
d@t(A) = (—1) Y U11U22 . . . Upp-
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Observacion 4 .- A la hora de plantear el sistema
triangular se tiene:
Ar=b & MANN 'z = Mb < Uy = Mb.
U v
Al resolver el sistema se obtiene y, que es simple-
mente una reordenacion de las coordenadas de la
solucion buscada x, pues:

Yy = Ny = ;El . Q;lelaz = Qn_1...Q20Q .

2.2 Variantes al método de Gauss.-

Dentro de cada una de las versiones del método de Gauss
(normal, LU, con pivote parcial o total) se pueden con-
siderar diferentes variantes. Por ejemplo:

Método de Gauss-Jordan:

El método de G.-J. se basa en encontrar una matriz
inversible M tal que M A sea diagonal y, a continuacion,
resolver el sistema diagonal equivalente M Az = Mb.
(Consiste simplemente en dividir las componentes de Mb
por los correspondientes elementos diagonales de M A.)

Aunque se puede hablar de Gauss-Jordan normal, con
pivote parcial o total, sélo estudiaremos el caso de pivote
parcial. El algoritmo de eliminacion se desarrolla en n
etapas: en cada etapa k-ésima se hacen ceros en toda la
columna k excepto en el elemento diagonal.
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Etapa k-ésima : Cada etapa se realiza en dos pasos:

PASO 1: Se elige el pivote parcial, igual que en Gauss, y
se lleva a la diagonal. Matricialmente, este paso equivale
a multiplicar P, Aj.

PASO 2: Se hacen ceros en toda la columna k excepto el

elemento diagonal, restando a todas las filas, excepto la

k, un multiplo adecuado de la fila k. Esto corresponde

a hacer A, 1 = EkPkAk, con:

T 0
ak

5 1 5

(det(Ey) = 1).

k
Ut1,k 1
oF
kk

ok
0 —Ge0 ]
ag

Ea

Una vez realizadas las n etapas se tiene la matriz dia-
gonal:

Api1=E,P,...E;PyEyPL A= MA= D,
M

y simultaneamente:

E.P,... E;P,E Pb = Mb.
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Teorema 6 .- Sea A € M,,,, inversible. Existe, al
menos, una matriz M inversible tal que M A es dia-
gonal. Ademds:

det(M) — (_ 1)n1’1mero de cambios de filas — +1.

Por tanto:

det(A) _ (_1)nﬁmero de cambios de filas d11d22 o dnn

Observacion 5 .- El método de G.-J. estd especial-
mente indicado para el cdlculo de inversas (aunque se
puede usar cualquier otro método para la resolucion

de S.E.L.).

Dada una matriz A € M,,,, inversible, si denotamos
A = (ur|us| .. |un), I = (eilea]...|en),
entonces:
AA =T & A(ulusg|. .. |u,) = (e1]ea] .. . |en)
& (Aug|Aus| ... |Au,) = (e1]es] - . . |en)

<:>Aul-:ez~, Vi=1,...,n.

Por tanto, cada columna de la matriz inversa A~
es la solucion de un sistema lineal con matriz A y
sequndo miembro el correspondiente vector de la base
canonica.
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Utilizando el método de G.-J., para calcular A~1 basta
resolver los n sistemas diagonales:

MAu; = Me;, Yi=1,...,n.

Método de Crout:
Se basa en el siguiente resultado:

Teorema 7 .- (Factorizacion de Crout)

Sea A = (a;;) € My, tal que las n submatrices prin-
cipales sean inversibles.

Entonces existe una matriz triangular inferior L =
(li;) con elementos diagonales l;; =1, Vi =1,...,n,
una matriz diagonal D = (d;;) y una matriz trian-
gular superior U = (u;j) con elementos diagonales
u; =1, Vi=1,...,n, tales que A = LDU.

Ademds, esta factorizacion es unica.

El método tiene espacial interés cuando la matriz del
sistema es simétrica, pues entonces:

Corolario 1 .- Sea A = (ai;) € My, simétrica tal
que las n submatrices principales sean inversibles.
Entonces existe una matriz triangular inferior L =
(Lij) con elementos diagonales l;; =1, Vi=1,....n,
y una matriz diagonal D = (d;;) tales que A = LDL'.
Ademadas, esta factorizacion es unica.
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Por tanto, en el caso simétrico, la resolucién del sistema
Az = b se puede sustituir por la resolucion de tres sis-
temas sencillos (dos con matriz triangular y uno con ma-
triz diagonal):

Lz=10

Ar=b & LDQiggzb & Dy==z

2 L'z =y

Formulas para el cdlculo de L y D :
di1 = ayy
a1
li - T — 27 y TV

' dn

Para j=2,...,n:

j—1
— .. 2
djj = aj; 121 ijdkk

j—1
ajj — kz Livujrdi
-

lij = d. )
j

1=74+1,...,n.

Como aplicacion directa del método de Crout se tiene

que:
d@t(A) = det(D) = d11d22 ce dnn
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Método de Choleski:

Si A es una matriz simétrica y definida positiva esta en
las condiciones del teorema de factorizacion LU y por
tanto admite una factorizacion de ese tipo. Sin embargo,
es posible encontrar otra factorizacién ain mas simple:

Teorema 8 .- (Factorizacion de Choleski)

Sea A = (a;j) € M, x, simélrica y definida positiva.
Entonces existe una matriz triangular inferior B =
(bi;) tal que A= BB'.

Ademas, se puede tmponer que los elementos diago-
nales b;; >0, Vi =1,...,n. En este caso, la factori-
zacion es unica.

Corolario 2 .- Sea A = (a;j) € My,x, simétrica.
Entonces son equivalentes:

1. A es definida positiva ( 2'Ax >0, Vx #0).
2. Las submatrices principales verifican:

det(Ay) >0, Vk=1,...,n.

3. A admite factorizacion de Choleska.

4. Sp(A) C (0,00).
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Por tanto, en el caso definido positivo, la resolucion del
sistema Ax = b se puede sustituir por la resolucion de
dos sistemas triangulares:

Az=b & BBz=1b < {B;y:b
y Bz =y
Formulas para el cdlculo de B :
b = VAL
a;1
bz — 7 — 27 )
T "
Para j=2,...,n
J—1 5
bjj = Jajj > b
k=1
j—1
ai;j — > birbji
b@j: k=1 5 z':j—|—1,...,n.
bjj

Como aplicacién directa del método de Choleski se tiene
que:

det(A) = det(B) det(B") = [det(B)]* = bj, b5y ... b2, .

81



2.3 Factorizacion QR y método de Householder.-

Dado un vector v € R", v # 0, se llama matriz de

Householder a una matriz de la forma:

vt

Huv)=1—-2—=1 —
(v) oo = LT Tl

vv' € Myyn(R).

(Por convenio se suele considerar H(0) = 1.)

Se puede comprobar que toda matriz de Householder es
simétrica y ortogonal, por tanto, ella es su propia inversa.

Teorema 9 .- (Householder)

n
Sea a = (a;) € R" un vector tal que Y |a;| > 0.
i=2
Entonces existen, al menos, dos matrices de House-

holder tal que las (n — 1) wltimas componentes del
vector resultante de multiplicarlas por a son nulos.
De forma mds precisa:

H(a + [lall2e1)a = —|la]|2e1,

H(a — [[al[2e1)a = [|a]|2¢:.

Observacion 6 .-

n
1. 8i Y |a;| =0, entonces basta tomar I.
i=2

2. En todos los casos se puede encontrar una matriz
de Householder tal que la primera componente
del producto sea positiva.
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3. En la prdactica no se calcula H(v) sino directa-
mente H(v)a :

2 ; v'a
wa=aq— 2

H(v)a = la — v.

oI5 lvl3

4. A la hora de la programacion en ordenador, la
eleccion del signo de v = a =+ ||al|2e; se suele
hacer adecuada para evitar divistones por nume-
ros demasiado pequenos:

v=a+ |alse;, si a3 >0,

v=a—|ale, si a; <O.

El método de Householder para resolver un sis-
tema Ax = b consiste en encontrar (n — 1) matrices
de Householder Hy, Ho, ..., H, 1 tales que la matriz
H,_i... HyH{ A = R sea triangular superior.

A continuacion se resuelve el sistema triangular equiva-
lente:

Hn—l . HQHlAZB = Hn—l . Hngb
por sustitucién retrégrada.
Entonces, partiendo de A; = A, en cada etapa k-ésima,
k=1,...,n—1, sevan calculando las matrices Ay, =

H. A de forma que se hagan ceros en la columna k por
debajo de la diagonal.
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El paso de la matriz Ay a la matriz Ay, q se realiza en-
tonces de la siguiente manera;

Se toma el vector a; € R"**! formado por los ele-
mentos de la columna k£ de Ajp a partir del diagonal
(inclusive). Se elige la matriz de Householder H(vy) €
My 1)x (n—k+1)(R) tal que H(0y)ay, = ||ag||2e1.

Se construye entonces la nueva matriz de Householder:

(L 0 (0 ,
Hk—< ; H(@k))_H<vk)’ con vk—(ﬁk)GR.

Matricialmente, la etapa k-ésima equivale a multiplicar
A1 = HpAg. Entonces la matriz Ay 1 tiene ceros en
la columna k por debajo de la diagonal.

Una vez realizadas las (n — 1) etapas se tiene la matriz
triangular superior:

A,=H, ... HbH A=Q'A=R,
Qt
y, simultaneamente, el vector:

H, ... HyHb=Q'b.

Dado que:
Q — (Hn—l e H2H1)t = H{H; ce H:L—l =HHy.. . H,_q,

() es ortogonal (por ser producto de matrices ortogo-
nales), esto es, @' = Q'. En consecuencia:

Q'A=R & A=QR.
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Todo lo anterior puede resumirse en el siguiente resul-
tado:

Teorema 10 .- (Factorizacion QR)

Dada una matriz A € M, x,(R) inversible existen, al
menos, una matriz ortogonal ) y una matriz trian-
gular superior R tales que A = QR.

Ademds, se puede elegir R con los elementos diago-
nales ry; > 0, Yo = 1,...,n. En este caso, la facto-
rizacion es unica.

Observacion 7 .- Como una primera consecuencia
de la factorizacion QR se tiene la siguiente apli-
cacion para el cdlculo de determinantes:

det(A) = det(Q) det(R) = £ det(R) = 111799 . . . T

—_———
+1

El método de Householder para la resolucion del S.E.L.
Ax = b consiste entonces en calcular la factorizacién QR
de A (mediante las matrices de Householder) y, teniendo
en cuenta las equivalencias:

Ar=b & Q'Az=0Q'b & Rr=Q'b

resolver el sistema triangular equivalente Rx = Qb.
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3 METODOS ITERATIVOS PARA S.E.L.

En general, los sistemas lineales de gran tamano Ax = b,
con A € M,,»,(R) inversible, que surgen en la practica
suelen tener la matriz con muchos ceros (matriz hueca
o sparse). Los métodos directos de resolucién no suelen
resultar ventajosos en este caso ya que a lo largo del
proceso de eliminaciéon muchos de los coeficientes nulos
de A dejan de serlo, elevando notablemente el gasto de
memoria en el ordenador.

La siguiente tabla da el desarrollo a lo largo del tiempo
de lo que era considerado el tamano limite “mas grande”
que podia ser tratado por los métodos directos:

ano | tamano
1950 20
1965 200
1980 | 2000
1995 20000

En contraste con estos métodos existen otros que solo
hacen uso de la matriz original A, son los llamados
métodos iterativos (o indirectos), y que se carac-
terizan por construir, a partir de un vector inicial x
arbitrario, una sucesién de vectores {xy }ren destinada
a converger a la solucion del sistema.
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3.1 Generalidades.-

Los métodos iterativos que vamos a estudiar son los lla-
mados métodos lineales que construyen la sucesion
{x }reny mediante el siguiente esquema lineal:

xo arbitrario,
Tr1=DBxp+c, k=0,1,...

donde la matriz B € M, x,(R) (matriz del método) y
el vector ¢ € R" (vector del método) se eligen a partir
de los datos A y b.

Un método lineal se dice convergente si cualquiera que
sea el vector inicial zyp € R" la sucesion es convergente,
esto es:

3 lim X = XT.
k—o0

Supongamos que el método es convergente, entonces to-
mando limites en la expresion del método se tiene:

r = lim xx,; = lim (Bxp +¢) = Br + ¢,
k—o0 k—o00

esto es:

(I — B)x =c.
Por tanto, B y ¢ deben elegirse de tal modo que el sis-
tema (I — B)x = ¢ tenga solucién (es decir, (I — B) sea
inversible) y los sistemas Ax =b e (I — B)x = ¢ sean
equivalentes.
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Tenemos entonces la siguiente relacion:
xp —x = (Bxg_1+c¢)— (Brx+c¢) = B(ry_1 — )
— B*(xp_9 —x) = ... = BF(xy — 2).

Como consecuencia se tiene el siguiente resultado de ca-
racterizacion de la convergencia para los métodos itera-
tivos lineales:

Teorema 11 .- Son equivalentes:
1. El método lineal es convergente.
2. p(B) < 1.

3. |B]| < 1, para, al menos, alguna norma matri-
cial subordinada.

La cuestién es ahora la siguiente: jqué método iterativo

(es decir, qué matriz B) elegir para resolver el sistema
Ax =b?
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Si la matriz B es normal (BB' = B'B) entonces se tiene
que ||Bll2 = p(B). Por tanto:

|k — 2l = 1B (20 — 2)||2 < | B*[l2l|wo — 2|2

< |IBllzllzo = 2 = [p(B)]*[lzo — 2|2

Se observa que en este caso el método convergera mas
rapidamente cuanto menor sea p(B) < 1.

(La conclusién es similar para matrices generales).

En resumen, en el estudio de los métodos iterativos li-
neales para la resolucion de un sistema Ax = b se debe:

1. Comprobar que (I — B) es inversible y que los sis-
temas Ax =b e (I — B)xr = ¢ son equivalentes.

(Método bien construido).

2. Comprobar que p(B) < 16 que ||B|| < 1.

(Método convergente).

3. Elegir entre los métodos posibles el que tenga menor
p(B).

(Velocidad de convergencia alta).
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3.2 Meétodos iterativos clasicos.-

Los métodos clasicos que vamos a describir son los re-
presentantes mas caracteristicos de una clase general de
métodos basados en una descomposicion de la matriz
A en la forma A = M — N, donde M es una matriz
“facilmente” inversible (triangular, diagonal .. .)

Este hecho es fundamental a la hora de llevar el método
a la practica pues, aunque no calcularemos M !, sf re-
solveremos sistemas lineales con matriz M.

Se tienen las siguientes equivalencias:
Ar=b < (M—N)x=b & Mz =Nzx+1b
& x=M'Nz+M'b

Comparando con la expresion general:
r=DBr+c
esto nos induce a elegir:

B=M"'N, c¢=M".

Ademas, en este caso la matriz:
I-B=1-M'N=M"'M~-M"'N
=M Y M~-N)=M"1'A
es inversible, por serlo M y A.
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Esto da lugar al método lineal general:

xo arbitrario,
Tpo1 =M Nz, + M7, k=0,1,...

o equivalentemente (y tal como haremos en la practica):

xo arbitrario,
Mzp.1=Nxp,+b, k=0,1,...

Esto es, para calcular un iterante a partir del anterior
no se calculan inversas o productos de matrices, sino que
simplemente se debe resolver un sistema lineal sencillo.

Veamos a continuacion los métodos de Jacobi, de Gauss-
Seidel y de Relajacién. Para ello, descomponemos la
matriz del sistema en la forma A=D — E — F, con:

ai 0
D— 22 ’
0 A
0 0 0 —ajpp ... —ai,
: B e 0 —Un—1n
—p ... —Gpp1 0 0 0

Supondremos que D es inversible, esto es, que se verifica
a; # 0, Vi =1,...,n. (Esta hipdtesis no es excluyente,
pues siempre se puede encontrar una reordenacion de las
filas de A que la verifique).
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Método de Jacobi:
Se elige:

M =D, (matriz diagonal)
N=FE+F.

La matriz del método es:
J=DYE+F) (Matriz de Jacobi)
y el vector del método es:

c= Db

Por tanto, el método quedara:
Tpo1 =D Y (E+F)r,+D ', k=01,...
o equivalentemente:

Dz =(E+ Flxp+b, k=0,1,...

Si denotamos por zj, la coordenada i-ésima del iterante
Xk, entonces se tiene la expresion:

. 1 1—1 , n .
7 _ J J
Thpn = —|— X airp — X ay, + b,
i J=1 J=i+1
1=1,...,n.
k=0,1,...
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Método de Gauss-Seidel:
Se elige:

M=D-F, (matriz triagular inferior)
N = F.

La matriz del método es:
L= (D—E)'F (Matriz de Gauss-Seidel)
y el vector del método es:

c=(D—E)".

Por tanto, el método quedara:

Tpp1=(D—E)'Fap+(D—-E)', k=0,1,...

o equivalentemente:

(D—E)Zl?k+1:FSCk+b, kE=0,1,...

Se tiene entonces la expresion en coordenadas:

; 1 1—1 j n j
Lry1 = f[_ >, QT — D Q%+ bil,
A j=1 j=i+1
1=1,...,n.
k=0.1,...
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Método de Relajacion:
Se introduce el parametro real w # 0 para hacer una
descomposicion A = M, — N, de modo que la matriz

del método tenga el menor radio espectral posible:

1
M, = —D — F, (matriz triagular inferior)

1_

Nw—iD"_F
w

La matriz y el vector del método son:

L, - (iD—E)—l(l;”mm — (D—wE) Y [(1—w)D+wF),

1
= (—-D - E) %= (D —wE) 'wb.
w

Por tanto, el método quedara:
Tpe1 = (D—wE) (1—w)D4wF|a+(D—wE) 'wb, k=0,1,...

o equivalentemente:

(D—wE)xpy = |[(1—w)D+wF|z+wb, k=0,1,...

Se tiene entonces la expresi(’)n en coordenadas:
i _ i Y b,
Ty = (1 —w)z +—[— Z amxkﬂ Z a@jkar il

Qj; Jj=1 Jj=i+1
1=1,...,n

kE=0,1,...
(Notese que Gauss-Seidel es Relajacion para w = 1.)
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3.3 Convergencia de los métodos clasicos.-

Por el teorema general de convergencia, los métodos
clasicos convergen si y solo si p(M1N) < 1, esto es, si
todas las rafces de det(M 1N — XI) = 0 tienen médulo
menor (ue uno.

Teniendo en cuenta que det(M) # 0, esto es equiva-
lente a que todas las raices de det(AM — N) = 0 tengan
modulo menor que uno, que es una condiciéon mas sen-
cilla de comprobar.

Aun asi, esta condicion no es aplicable en la practica
por sus dificultades de calculo. Nos interesa, por tanto,
obtener condiciones de convergencia mas faciles de com-
probar (y a ser posible, sobre la matriz A del sistema).

Teorema 12 .- (Frobenius-Mises)

Una condicion suficiente para la convergencia del
método de Jacobi es que se verifique una de las dos
desigualdades siguientes:

I
i\ y<1 Vi=1,....n
=

2.

| \<1 Vi=1,...,n.
> Lo,
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Teorema 13 .- (Geiringer)

Una condicion suficiente para la convergencia del
método de Gauss-Seidel es que se verifique una de
las dos desigqualdades siguientes:

1.
i|a”y<1 Vi=1... ..n
i
2
| \<1 Vi=1,...,n.
i

Observacion 8 .- La condicion 1 puede escribirse
también en la forma equivalente:

n

]; ]aij\ < ‘am”, Vz:l,,n
JFi

es decir, A es una matriz de diagonal estrictamente

dominante.

Entonces, para toda matriz A de diagonal estricta-

mente dominante (por tanto inversible) los métodos

de Jacobi y Gauss-Seidel son convergentes.

Teorema 14 .- (Kahan)
El radio espectral de la matriz del Relajacion verifica:

plLy) 2 1 —w.

Por tanto, una condicion necesaria para la conver-
gencia del método de Relajacion es que w € (0,2).
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Teorema 15 .- (Ostrowski-Reich)

Si A es simétrica y definida positiva, una condicion
necesaria y suficiente para la convergencia del método
de Relajacion es que w € (0, 2).

(Por tanto, el método de Gauss-Seidel es simpre con-
vergente para una matriz A simétrica y definida po-
sitiva,).

Observacion 9 .- Este ultimo resultado es conse-
cuencia de un resultado mas general segun el cual, st
consitderamos la descomposicion A = M — N de una
matriz A stmétrica y definida positiva, una condicion
suficiente para la convergencia del método asociado
es que la matriz (M' + N) sea también simétrica y
definida positiva.

Para finalizar el estudio de los métodos iterativos, ve-
remos algunos resultados para la comparacion de la ve-
locidad de convergencia de los métodos clasicos.

Para ello comenzaremos restringiéndonos al caso de una
matriz A tridiagonal (caso frecuente en la practica), y
veremos a continuacién otro resultado para matrices mas
generales:
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Teorema 16 .- St A es una matriz tridiagonal tal
que la matriz de Jacobi J tiene todos sus autova-
lores reales, entonces los métodos de Jacobr y de Re-
lajacion para w € (0,2) convergen o divergen si-
multaneamente.

En caso de convergencia, existe un parametro éptimo
de Relajacion:

_ 2
L+ /1= [p(J)P?

wo S (172)

tal que:

p(Ly) =wo— 1< p(Ly) = [p(J)]* < p(J) <1

Teorema 17 .- (Stein-Rosenberg)

Sea A una matriz tal que la matriz de Jacobi J tiene
todos sus coeficientes no negativos. Entonces se cumple
una de las cuatro condiciones siguientes:

1. p(Ly) =p(J) =0
2. 0< p(Ly) <p(J) <1
3. p(J) =p(Ly) =1
4. 1< p(J) < p(Ly)

(Esto es, los métodos de Jacobi y de Gauss-Seidel
convergen o divergen simultdineamente. En caso de
convergencia, el método de G.-S. es mds rdpido).
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4 METODOS BASADOS EN ALGORITMOS
DE DESCENSO

Para resolver el sistema de ecuaciones lineales Ax = b
con A € M, ., simétrica y definida positiva, se introduce
la funcién:

1
J:yERnﬁJ(y):QytAy—ythR,

que verifica VJ(y) = Ay —b, Yy € R".

Teorema 18 .-
1. J es estictamente convexa en R".

2. J admite un unico minimo x en R".
3. VJ(x)=0.

4. x es la unica solucion del sistema Ax = b.

Por tanto, resolver el S.E.L. es equivalente a resolver el
problema de minimizacion:

(P) Hallar x € R" tal que:
J(x) < J(y), Vy€eR" y+#ux.

Vamos entonces a comentar brevemente los métodos de
descenso para resolver el problema (P):

Dado y € R", se llama direccién de descenso en y
a un vector d € R" tal que J(y+ pd) < J(y), para un
paso p suficientemente pequeno.
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Una condicion suficiente para que d sea una direccion de
descenso es que:

d'V.J(y) < 0.

Los algoritmos de descenso se caracterizan fundamental-

mente por la construccion de una sucesion de iterantes

donde, para pasar de un iterante ¥ al siguiente ¥+,

se eligen una direccion de descenso d* y un paso p* que

aseguren un decrecimiento de J, esto es, tales que para
oF = b + pFdb se verifique J(xMTY) < J(2F).

Esquema general de los algoritmos de descenso:

1. Elegir 2° € R*. k=0.

Si VJ(z%) = 0: Parar (= z = 2¥).

Elegir una direccién de descenso d*.

Elegir un paso p* tal que J(z* + p*d") < J(a*).
Actualizar 2! = 2% + pFd¥. kK — k+ 1.

o ok o

. Test de parada (por ¢j., ||z — 2F|| < ).

(a) Si se satisface: Parar (= x ~ "),

(b) Si no se satisface: Volver a 2.
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Observacion 10 .- Ya hemos visto un criterio que
nos permate elegir la direccion de descenso. Para la
eleccion del paso se tienen las reglas de Cauchy, de
Armuyjo, de Goldstein, . . .

Todas ellas se basan en calcular p* como el minimo
de la funcién real ¢*(p) = J(a* + pd¥), esto es, cal-
cular p* tal que sea solucion de la ecuacidn:

dg*
dp

Las distintas reglas proporcionan diferentes aproxi-
maciones a esta solucion.

(p") =0.

Veamos a continuacion las dos clases de métodos de des-
censo mas simples:

4.1 Métodos de gradiente.-

Los métodos de gradiente se caracterizan por tomar como
direccion de descenso:

d" = —VJ(z") = b — Az*,
pues €s ese Caso:
(d")'VI(z") = ||V I(")]3 < 0,

Para la eleccién del paso p* existen distintas posibili-
dades. Veremos lo que se conoce como método de
maximo descenso que consiste en tomar p* como la
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solucién exacta de la ecuacion, que en este caso es facil
de calcular:

1 1
o (p) = J(a" + pd") = 5 (a") A + p(a*) Ad"

1 1
+2p(dk)tAa:k + 2p2(dk)fAd’f — (@) — p(d*)'D.

b 1 1
= CZ’;(p) = 2(x’f)tAd’f+2(dk)fok+p(dk)tAdk—(dk)tb.
Entonces:
dk 1 ktAdk ldktAk—dktb
iy g g B AL G AT — (@)D

dp (") Adh
Como A es simétrica: (z¥)!Ad* = [(2F)! Ad*)! = (d*)! Az*
y por tanto:

. (dk)tAxk L (dk)tb (dk)t[Al‘k L b] B (dk)tdk

p= (dF)t AdF - (dF)t AdF (dF)t AdF’

Asi pues, el método de maximo descenso consiste en,
partiendo de un iterante inicial ¥ € R"™, construir la

sucesion {z*}ren de la forma:
"= b 4 pFdk k=0,1,...
tomando:
(d")td"

d=b— A, = T
s P (dF)t AdF
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4.2 El método de gradiente conjugado.-

Los métodos de gradiente convergen, en general, de ma-
nera muy lenta; por lo cual en la practica se suelen uti-
lizar diferentes modificaciones basadas en esos métodos.
La mas sencilla es el método de gradiente conju-
gado donde, partiendo de un iterante inicial 2° € R",
se minimiza J siguiendo n direcciones d°, d', . .., d" ! li-
nealmente independientes y mutuamente A-conjugadas,
es decir:

() Ad' =0, Vj#i.

Las direcciones d* se construyen, como veremos mas
adelante, combinando las direcciones previas con el gra-
diente de J en el punto z*.

Calculando p* de forma que se minimice la funcién ¢,
se definen:

e = b 4 pFdF k=0,1,....n—1.

Dado que las n direcciones de descenso son linealmente
independientes forman una base de R" y, por tanto, si-
guiendo esas n direcciones podemos alcanzar el minimo
de J.

Puede probarse entonces que el iterante " minimiza J,
esto es:

Az" =0b.

Por tanto, si no hubiese errores de redondeo, se alcan-
zaria la solucion exacta en n iteraciones.
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El esquema del método es como sigue:

2V € R" arbitrario,

0 =b— AxY
d? = Y

o ()Y
P = (dOY AdD
2t = 20 4+ pOd0

Para k=1,...,n—1 :

S pk—lAdk—l
. (Tk)trk
ﬂ o (Tk;—l)tfrk—l

dk — Tk I+ ﬁkdk_l

- (Tk)trk
P (dk)t Ad¥

oH = gk g pkdk
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Observacion 11 .- Aun teniendo convergencia en
n iteraciones, st n es grande el resultado no es muy
satisfactorio.

En estos casos el método de gradiente conjugado,
sin ser estrictamente un método iterativo (ya hemos
visto que puede encuadrarse dentro de los que de-
nominamos métodos directos), puede considerarse co-
mo un método iterativo mediante la introduccion de
un test de parada que nos permita finalizar el pro-
ceso antes de la iteracion n siempre que el error sea
suficientemente pequeno.

4.3 El método de gradiente conjugado precondicionado.-

Para acelerar la convergencia del método de gradiente
conjugado en la resolucion de Ax = b se pueden utilizar
técnicas de precondicionamiento.

Para ello, tomaremos como precondicionador una matriz
S simétrica y definida positiva (puede ser elegida a par-
tir de A por diferentes métodos). Entonces, se resuelve
utilizando gradiente conjugado el sistema equivalente:

(SAS)(S™'z) = Sh

que tiene también matriz simétrica y definida positiva.
La eleccién de un buen precondicionador puede tener
efectos espectaculares sobre la velocidad de convergencia
del algoritmo.
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En la practica los calculos no se hacen con la matriz S,
sino con la matriz M = S?, también definida positiva.

El esquema del método seria de la siguiente forma:

' € R" arbitrario,

0 =b— AxY

20 = My

d0 = 20

o (0t 20
(d0)t AdO

2l = 20 4 pOd"

Para k=1,...,n—1 :

k= k=1 _ =1 A1

2P = Mr*
[3’“ B (Tk)tzk
o (Tk:—l)tzkr—l

dk _ Zk i 6/{;dk—1

- (Tk)tzk
P (dk’)tAdk

pH = gk 4 gk
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5 METODOS PARA SISTEMAS NO LINEALES

En general se trata de resolver el problema F(z) = 0,
donde:
F:DCR'— R"

es una funcion arbitraria. Esto es, el problema es hallar
a € D tal que F(a) = 0.

Ejemplo 2 .- Supongamos el sistema no lineal:

da| — 2Tz 125 — sen(xy) =4
x179 + 131og(x1) — 25 =0

Entonces, trabajando con:
F:(x1,15) € (0,00) x RC R* — F(x1,15) € R,
donde:
F(x1,20) = (da]—27Tx125—sen(x9)—4, £129+13 log(21) —23)
el problema se puede escribir:

F<$1,$2) = (0,0)

Se utilizan métodos que generalizan los expuestos para
el caso de una tnica ecuacion. Veremos los dos métodos
mas simples:
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5.1 Algoritmos de iteracion funcional.-

Se basan en escribir la ecuacion F(z) = 0 en la forma
equivalente z = f(x) y considerar un algoritmo itera-
tivo de busqueda de puntos fijos, consistente en la cons-
truccién de una sucesién de vectores {x% } ey en la forma
siguiente:

2" dado,

"= f(2"), n=0,1,2,...
Tenemos el siguiente resultado de convergencia global:

Teorema 19 .- Sea D un abierto acotado de R" vy
sea f: D — R" verificando:
1. f(D)C D.
2.3Le0,1) /| f(x)=fWll < Lilz—yl, Vz,y € D,
esto es, f es contractiva en D de constante L.

Entonces, [ tiene un unico punto fijo o en D.

Ademds, cualquier sucesion {x*}en definida por:
' € D,
n+1 __ n _
2" = f(x"), n=0,1,...

converge a « y el error en el iterante n-ésimo verifica
la siguiente acotacion:

L’I’L
1—1L

2" = all < lo' =", n=1,2,...
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Para asegurar la contractividad de f se tiene el siguiente
resultado:

Teorema 20 .- Sea D un abierto acotado y convexo
de R" y sea f : D — R" verificando:

1. f derivable en D.
Ofi

2. — continuas en D, Vi,5=1,...,n.

éiﬂj
3. |Df(x)|| <L, VxeD, siendo el jacobiano:
Oh(z) ... 2h(g)

() . Y

oy © Oy

Entonces, f es contractiva en D de constante L.

5.2 Meétodo de Newton.-

Para resolver la ecuacion F(z) = 0, se construye una
sucesién de vectores {z¥} ey mediante:

2" dado,

"t =" — [DF(z")] ' F(z"), n=0,1,...
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Esta expresion es, en principio, bastante costosa desde
el punto de vista numérico, pues implica la inversion de
una matriz diferente para el calculo de cada iterante.

Pero debemos tener en cuenta que no es necesario cal-
cular la inversa del jacobiano, pues se puede utilizar la
sigulente estrategia:

Ax" = 2" — 2" = —[DF(z")] ' F(2")
< DF(2")Az" = —F(2").

Entonces, dado x™ se calcula Az" resolviendo el S.E.L.
anterior (por cualquiera de los métodos ya vistos en los
apartados anteriores) y a continuacién se actualiza 2"

mediante la expresion:

2" = 2" 1 Az

Para finalizar, daremos el siguiente resultado de conver-
gencia local para el método de Newton:
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Teorema 21 .- Sea F: D C R" — R" y sea o € D
una raiz de la ecuacion F(x) = 0.

1.

Si DF es continua en o y DF(«) es inversible,
entonces para x" suficientemente proximo a o se
tiene que la sucesion {x*}ren construida por el
método de Newton converge a o, y verifica:

n+1 _

S al
lim = (.
=l — |

(Por tanto, el orden de convergencia es p > 1.)
Ademas, si existe una constante \ tal que:
IDF(z) = DE(a)| < M|z = af

para todo T en un entorno de a, entonces existe
otra constante c tal que:

n+1

[z" —al < c|2" —al?, Vn > ny.

(Por tanto, el orden de convergencia es 2.)
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Ejemplo 3 .- Sea el sistema no lineal:

x1 — 0.3sen(x1) — 0.4 cos(zg) =0
x9 — 0.3 cos(z1) + 0.4sen(xy) =0

Entonces, para F : (x1,73) € R* — F(x1,72) € R?,
dada por:

F(x1,x9) = (r1—0.3sen(x1)—0.4 cos(xz), xo—0.3 cos(x1)+0.4 sen(zs))
el problema se puede escribir F(xi,x9) = (0,0).

1. Para resolver el sistema mediante iteracion fun-
cional, consideramos

f(x1,22) = (0.3sen(xq1)+0.4 cos(xs), 0.3 cos(x1)—0.4 sen(xs))

y expresamos el problema como (x1,x2) = f(x1,x2).
Sea D = {(x1,712) € R* : |x1] < 1, |xo] < 1},
entonces

f(z1,20) € D, V(x1,29) € D.

Esto es, se cumple que f(D) C D.
Ademds, se tiene que

0.3cos(z1) —0.4sen(xo)

D@, z:) = ( —0.3sen(x1) —0.4 cos(xs)
[Df (@1, 32) |
= max{|0.3 cos(x1)| + |0.4sen(z2)|, |0.3sen(z1)| + 0.4 cos(z2)|}

< max{0.7, 07} = 0.7, V(I’h 5172) eD.

| e i,
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Esto es, f es contractiva en D de constante L =
0.7 < 1.

Por tanto, el método de iteracion funcional
' € D,
"= f(z"), n=0,1,2,...
es globalmente convergente.

2. Para resolver el sistema mediante Newton, se
tiene en cuenta que

1 — 0.3 cos(x 0.4sen(x

0.3 Sen(az(l)l) 1404 C(()S<2£l)72> ) € C* (R,
|det(DF (21, x2))] = |1 — 0.3 cos(x1) + 0.4 cos(xs)
—0.12 [cos(x1) cos(xy) — sen(x) sen(xs)]|
= |1 — 0.3 cos(x1) + 0.4 cos(x2) — 0.12 cos(x1 — x2)|
>1-03-04—-012=0.18>0, V(1,12 € R

DF(zy,25) = (

Asi pues, DF(x1,x9) es inversible siempre, en
particular en la solucion.

Por tanto, el método de iteracion funcional
' dado,

" =" — [DF(z")] 'F(2"), n=0,1,2...

converge localmente (esto es, para x° suficiente-
mente prozimo a la solucion) con orden de con-
vergencia 2.
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