Lino Alvarez - Aurea Martinez METODOS NUMERICOS

TEMA 2: RESOLUCION

DE ECUACIONES

DE UNA VARIABLE

1 CONCEPTOS GENERALES

Se llama ecuaciéon escalar numérica a toda ex-
presion formal
F(z)=0
donde F' es una aplicacion F': A C R — R.
Por ejemplo:

x —log(x) = 0.
sen(z) + Va3 — 7 — €Y@ — 19 = 0.

Una raiz (o cero) de la ecuacién F(x) =0 es cualquier
numero a € A tal que F(a) = 0.
Una raiz a de la ecuacion F(z) = 0 se dice sepa-
rada en un subconjunto B C A si « es la tnica raiz
de F(x) =0 que pertenece a B.
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La separacion de las raices de una ecuacion numérica es
un proceso muy importante y, en general, previo a su
calculo. Los métodos para realizar la a separacion de las
raices son de dos tipos:

1. Graficos: basados exclusivamente en la representacion
grafica de F' (o de una descomposicion de F: por
ejemplo, la grafica de la funcion F(x) = sen(x) —
x + 2 no es inmediata de representar pero, teniendo
en cuenta que F(x) = 0 < sen(x) = © — 2 si es
facil representar las graficas de sen(x) yde z — 2y
calcular sus puntos de corte.

2. Analiticos: basados en teoremas matematicos sen-
cillos, como por ejemplo:

Teorema 1 .- (Bolzano)

Sea F :la,b] C R — R continua en [a,b] y tal
que F(a).F(b) < 0. Entonces existe a € (a,b) tal que
F(a) =0,

Teorema 2 .- (Rolle)
Sea F :la,b] C R — R continua en [a,b] y derivable
en (a,b). Entonces se verifica:

1. 8i F(a) = F(b) entonces eziste o € (a,b) tal que
F'(a) = 0.
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2. 8i F'(x) # 0, Yo € (a,b) entonces F es estricta-
mente mondtona.

3. Entre dos raices consecutivas de F'(x) = 0 en
el intervalo (a,b) existe, a lo sumo, una raiz de

F(z) = 0.

Teorema 3 .- Sea F : R — R de clase C'(R)
y tal que existe una constante M > 0 verificando
F'(x) > M >0, Vx € R.

Entonces la ecuacion F(x) = 0 tiene una unica raiz

F(0
a comprendida entre 0 y — ]\(4)

Ejemplo 1 .- (Separacion de raices)

1. Consideremos la ecuacion F(x)=e* —2=0.

Claramente, F € C*(R). Por otra parte,
F0)=1-2<0
Fl)=e—2>0

Por Bolzano, existe, al menos, una raiz en el

intervalo (0, 1).

Como F'(x) = e #0, Vx € R, por Rolle, eziste,
a lo sumo, una raiz.

En consecuencia, F(x) = 0 tiene una unica raiz
separada en (0,1).
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2. Sea ahora la ecuacion G(zr) =e" —2x —2=0.

Dado que G € C*(R) y que G'(z) =" =2 =0
tiene una unica raiz, entonces, por Rolle, G(x) =
0 tiene, a lo sumo, dos raices.

Por otra parte,
G-)=e'4+2-2>0

G0)=1-2<0
G(l)=e—2-2<0
G2 =e*—4—-2>0

Por Bolzano, existen, al menos, una raiz en el
intervalo (—1,0) y otra en (1,2).

En consecuencia, G(x) = 0 tiene solo dos raices:
una separada en (—1,0) y otra en (1,2).

Una vez localizada una raiz, para su aproximacion se
utilizan algoritmos de tipo iterativo consistentes
en la construccion de una sucesion de iterantes {x }ren
destinada a converger a la raiz a que se quiere determi-
nar.

El orden de convergencia de un algoritmo iterativo
indica la rapidez con que la sucesion {xy }ren converge a
« : Un algoritmo iterativo convergente se dice de orden
p para la ecuacion F'(x) = 0 y para la raiz « si p es el
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mayor numero tal que

e
jim (1l o2,
koo fex|?
donde se define el error k-ésimo ey, = zj — a, para {xy}
cualquier sucesion construida por el algoritmo y tal que
x) # « para casi todo k € N.

Ademas, si el orden de convergencia es p se tiene que:

1 ek
‘ek’ S Ll/(p_l)[‘e()‘Ll/(p 1)]29

donde L = max ‘enﬂ‘. Por tanto, si |eg| es suficiente-
neN e, [P

mente pequeiio de modo que |eg| LYP~1) sea menor que
1, entonces la convergencia sera tanto mas rapida cuanto
mayor sea p.

Ejemplo 2 .-
St un algoritmo tiene orden de convergencia p = 1
entonces:

lim ‘ek+1‘ - 07

= con 0 < C < 1.
k—o0 ‘ek‘

S1 ademas se tiene:

. Cp
lim = =, con 0<|C] <1,
k—o0 €k

entonces la convergencia se dice lineal.
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Si ademas se tiene:
epr1=Cep, VYkeN

con 0 < |C| < 1, entonces la convergencia se dice
geométrica.

2 ALGORITMO DE DICOTOMIA (O DE
BISECCION)

Se trata de uno de los métodos mas simples para el
calculo de una raiz de una funcion F' : [a,b] — R con-
tinua y tal que F(a).F(b) < 0.

En estas condiciones, el teorema de Bolzano asegura la
existencia de, al menos, una raiz en (a, b). El algoritmo
de dicotomia permite calcular una de dichas raices a. (Si
« estd separada en (a, b) entonces la sucesién construida
por este método convergera a dicha raiz a. )

La idea del método es construir una sucesion de inter-
valos {[ag, br]}ren cada uno de longitud la mitad del
anterior y de forma que todos contengan en su interior
una raiz de F'(x) = 0.

Para ello se toma como intervalo inicial:
apg = a, bo = b.
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A partir del intervalo [ay, b verificando F'(ay).F(by) <
0 (de modo que posee una raiz de F' en su interior) se
calcula su punto medio:

ay, + by,
T = 9 .

Puede ocurrir una de las tres posibilidades siguientes:

1. F(xp) =0 = xy es la raiz buscada.

2. F(xp) #£0, F(ag).F(xp) <0 = Existe, al menos,
una raiz en (ax, zy). Entonces se toma:

ap+1 = A, bpr1 = Ty

3. F(xy) #0, F(xy).F(br) <0 = Existe, al menos,

una raiz en (xy, by ). Entonces se toma:
A1 = T,  bpp1 = by
A partir del nuevo intervalo [axi1, bri1] se calcula su
punto medio x;1 y se repite el proceso.
Dado que por construccion se tiene:
a=ap < < ...<@qp <z <bp,<...<b;<by=0b

las sucesiones {ax} v {br} son mondtonas y acotadas, y
por tanto convergentes:

3 lim arp = o, Elkhm bk = 6

k—o00
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se tiene que:

a = lim ap = lim x; = lim b, = (.
k—o00 k—o00 k—o00

Por tanto, la sucesién {xy} es convergente.
Por otra parte:

0> lim F(ap).F(by) = [F(a))*>0 = Fla)=0.

Por tanto, a = klim r) es una raiz de F(z) = 0.
—00

Ademas se tiene la siguiente acotacion del error:
bk — A b—a
9 o 9k+1

lex| = |z — a <

Por tanto, dado € > 0, para hacer el error |ey| < €
b—a
ok+1
el algoritmo hasta una iteracion k tal que:

log(*=*)
log(2)

basta que se verifique < €, esto es, basta aplicar

k > — 1.

Observacion 1 .- En la prdactica se suele aplicar el
algoritmo hasta una iteracion k tal que se verifica el
test de parada:

|£I?k — $k_1| < E.
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Asi, por ejemplo, tomando ¢ = 10™° podemos con-
siderar que xy tiene sus s primeras cifras decimales
exactas, ya que dos iterantes consecutivos tienen sus
s primeras cifras decimales coincidentes.

3 ALGORITMO DE LA SECANTE Y SUS
VARIANTES

3.1 ALGORITMO DE LAGRANGE

Sea F': [a,b] — R continua y sea o una raiz de F(z) =
0 separada en |a, b]. El algoritmo de Lagrange (o de la
secante fija) construye la sucesion {zy }ren en la forma

siguiente:
oy = a,
I = b?
aF(z,) —z,F(a)
n+l — ) =1, 2, 3,. ..
T F@) —Fl) "

es decir, x,,11 es la abscisa del punto de interseccion con
el eje 0.X de la recta que une los puntos (a, F(a)) y

El método de Lagrange, al contrario del de dicotomia,
puede no ser convergente.
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3.2 ALGORITMO DE LA SECANTE

Sea F': [a,b] — R continua y sea o una raiz de F(z) =
0 separada en [a, b]. El algoritmo de la secante construye
la sucesion {xy }ren en la forma siguiente:

o = a,
Tl = b,
v, 1 F(x,) — v, F(r,_1)
n+l — ; =1,2,...
it F(z,) — F(tp_1) "

es decir, x,,41 es la abscisa del punto de interseccion con
el eje 0.X de la recta que une los puntos (x,, F'(z,)) v

(Tn_1, F(Tp_1)).

Al igual que en el caso anterior, el método de la secante
puede fallar por alguna de las razones siguientes:

1. Algtin x, deja de pertenecer al dominio de definicién
de F, con lo cual no existe F'(x,,).

2. F(x,) = F(x,-1), con lo cual no se puede definir

xn+1 .

3. La sucesiéon {xy}, aun pudiendo ser construida, no
es convergente.
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Observacion 2 .- Estas dificultades estdn ligadas al
hecho de que F(x,) y F(x,_1) pueden tener el mismo
signo, con lo cual el punto de corte x,.1 no tiene
porque estar entre T, y x, 1. (Este problema se evi-
tard con el metodo de requla falsi).

Observacion 3 .- En el caso en que el método es
convergente, F(x,) y F(x,_1) estardn muy prozimos
a 0 para n grande (y por tanto, muy prorimos en-
tre si). Entonces, para calcular x,.1 serd necesario
dividir por un niumero muy proximos a 0 con el con-
siguiente problema de precision numérica.

Para evitar parcialmente esta dificultad, es conve-
niente escribir el algoritmo como:
LTpy1 = Tp — F( F(%)

an)=F(zn_1) ’

In—Tp—1

n=12,...

que evita el problema cuando en las prorimidades de
la raiz F' no sea pequeno, pues:

F(%n) — F(Clﬁn_l)

Lp — Tp—-1

~ F'(z,).

(Se verd posteriormente que el método de Newton-
Raphson:

- F'(z,)
motivado por esta observacion, es uno de los mas
eficaces. )

xn+1:xn n:1,27...
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Teorema 4 .- Sea F : [a,b] — R tal que F(a) = 0,
F'(a) #0, y F" continua en (o — 6, +9). Suponga-
mos que existen constantes positivas My, My tales
que:

F'(2)] > My, |F"(z)] < Ma, Va € (a—3d,a+d).

Entonces el método de la secante es convergente, siem-
pre que xg,x1 € (—e,a+¢€) con e “suficientemente
pequeno”.

Ademds, el orden de convergencia es 1.618 (raiz de
?—r—1=0.)

3.3 ALGORITMO DE REGULA FALSI

Sea F : [a,b] — R continua tal que F'(a).F'(b) < 0y sea
« una raiz de F(x) = 0 separada en [a, b]. El algoritmo
de regula falsi construye la sucesion {xy }ren en la forma
siguiente:
o = a,
Tl = b,
e F(x,) — 2, F(x,)
Lp+1 = )
F(ay) — Flan)

n=12,...

donde m = m(n) es el mayor entero menor que n que
verifica F'(xy,).F(x,,) < 0.
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Geométricamente, x,.1 es la abscisa del punto de in-
terseccion con el eje 0.X de la recta que une los puntos

(Tn, F(20)) ¥ (2, F(1)).

Este método, que es una modificacion del método de la
secante, tiene sobre este la ventaja de que es siempre
convergente, aunque su orden de convergencia es 1 en
general:

Teorema 5 .- Sea F : [a,b] — R continua tal que
F(a).F(b) < 0 y sea a una raiz de F(x) = 0 sepa-
rada en |a,b]. Entonces, si F(xy) # 0, Yk € N, la
sucesion {xy} construida por el algoritmo de regqula
falsi converge a .

Observacion 4 .- Aunque el método es siempre con-
vergente, la convergencia puede ser muy lenta.

3.4 ALGORITMO DE MULLER

El método de la secante puede obtenerse aproximando la
funcién F por la recta que pasa por los puntos (z,,, F'(z,))
v (-1, F(x,-1)). El punto de interseccion de esta recta
con el eje 0.X define la nueva aproximacion x,,1.
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En lugar de aproximar F' por una recta (polinomio de
grado 1) parece natural obtener una convergencia mas
rapida aproximando F' por una parabola (esto es, un
polinomio de grado 2) que pase por los puntos (z,,, F'(x,)),
(2p—1, F(2p-1)) ¥ (2y—2, F(2,-2)). De esta forma se de-
terminara la nueva aproximacion x,,; como una de las
raices del polinomio. En esto consiste, esquematicamente,
el algoritmo de Miiller, que alcanza un orden de conver-
gencia 1.839 (rafz de 2° — 2> —x — 1.)

4 ALGORITMOS DE ITERACION FUN-
CIONAL SIMPLE

Estudiaremos a continuacién un tipo de métodos de gran
importancia para la resoluciéon de ecuaciones numeéricas.
Son métodos que se basan en construir una sucesion
{x}ren en la forma siguiente:

xo dado,
Tpo1 = flx,), n=0,1,2,...

donde la funcién f se determina a partir de la funcion
F que define la ecuacién a resolver: F'(z) = 0.

A la hora de estudiar el método se plantean las siguientes
cuestiones:

1. Cualquiera que sea n, ;pertenece x,, siempre al do-
minio de definiciéon de f7. Si la respuesta fuese ne-
gativa, no podria construirse la sucesion.

28



Por ejemplo, esto ocurre con f(z) = —y/z que sdlo
esta definida como funcién real para los positivos:

I():l, .73'1:—1, ZL‘QI—\/—lz—?ng.
2. i la sucesion puede construirse, ;3 klim xp = 37
— 0

3. Si la sucesion es convergente, ;jes su limite una raiz

de F(z) = 07.

El problema planteado en la primera cuestion puede re-
solverse imponiendo la siguiente hipotesis sobre f:

H1: Existe un intervalo I = [a,b] C R / f(I)CI.

Ejemplo 3 .-
Ejemplos de verificacion de esta hipotesis son:

o flx)=12* TI=][0,1].
o f(z)=sen(z), [I=][0,n].
o f(x)=vx+1, I=][1,2].

El problema planteado en la tercera cuestion puede re-
solverse imponiendo la siguiente hipotesis sobre f:

H2: f es continua en I = [a, b].
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En efecto, si la sucesion es convergente:
8= lim @ = lim flx) = F(9).
—00 k—o00
Esto es, # es un punto fijo de f. Por tanto, si toda
solucién de la ecuacion x — f(x) = 0 es también solucion

de F(z) =0, B esunaraiz de F'. Asi pues, nos interesan

aquellas f tales que © — f(x) = 0 sea equivalente a
F(z)=0.

Ejemplo 4 .-
F(x) = 2* — log(x) = 0.
2 =log(z) = x=\llog(z) = fi(x)=log(z).

v =log(z) = x= e = folx) = e

r=1x+2"—log(r) = f3(z)=ux+2°—log(x).

Ejemplo 5 .-
Flx)=2"—2r—1=0.
?=20+1 = z=v2r+1 = fi(z)=v2r+1.

-1 -1
= = .
5 fo(z) 5
3

r=2"—x—1 = fi(z)=ux

= f4($) - 72

M =x"—1 = x=
S —1.
1

— 9

2
x(x ) T=
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Se tiene el siguiente resultado:

Teorema 6 .- Sea f : I — R continua y tal que
f(I) C I. Entonces f tiene, al menos, un punto fijo
en 1.

Para resolver el problema planteado en la segunda cues-
tion (la convergencia de la sucesion) se pueden analizar
diferentes casos y en todos se puede observar que para
tener convergencia necesitamos que la pendiente de f
en el punto fijo tenga modulo menor que 1. Esto sugiere
imponer la siguiente hipotesis sobre f:

H3: f es contractiva en I = [a, b], es decir:
ke 0,1) / [flx) = fy)] < klz—y|, Va,y el

(Debe tenerse en cuenta que H3 = H2.)

Se tiene entonces el siguiente resultado de convergencia
global:

Teorema 7 .- Sea f : I — R contractiva en I de
constante k y tal que f(I) C I. Entonces f tiene un
unico punto fijo B en I. Ademds, cualquier sucesion
definida por:

xo €I,

l’n+1:f(xn), n:O717"'
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converge a 3 y verifica la siguiente relacion:
lx, — B < k|lx,1—B], n=12,...

(por tanto, la convergencia es de orden 1), de donde
puede deducirse la acotacion del error:

iz, — Bl < K'|xg— 0|, n=12,...

Observacion 5 .- La anterior cota de error no es
utilizable en la prdactica ya que se desconoce 3. En
cambio, a partir de ella se puede obtener la siguiente
acotacion, ya independiente de [3:

kn
gl <

lz1 — x|, n=12,...

Para asegurar la contractividad de una aplicaciéon se
tiene el siguiente resultado sencillo:

Teorema 8 .- Sea f : I = [a,b] — R continua en
la, b] y derivable en (a,b). Entonces son equivalentes:
i) f es contractiva en I de constante k.

i) |f'(x)| <k, Vze(ab)
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Ejemplo 6 .-
Claramente, la funcion f(x) o

cos(3) es contractiva

en todo R con constante k = %, puesto que:
1 x 1
/ =|—= N <= V R.

En cambio, para poder asegurar la condicion f(I) C I,
los resultado son mas complicados:

Teorema 9 .- Sea f: I = |a,b] — R contractiva en
I de constante k. Entonces, st x1 € I y p son tales
que:
o1 — fz)] < (1= k)p,
J=[r1—p,x1+p CI,
se tiene que f(J) C J.

Teorema 10 .- Sea f : I = [a,b] — R contractiva
en I de constante k y sea 3 € (a,b) un punto fijo de
f. Entonces, Vp > 0 tal que J = [3 —p,B+p| C I,
se verifica f(J) C J.

Teorema 11 .- Sea f: I =[a,b] — R continua en [
y sea B € (a,b) un punto fijo de f. Supongamos que
existe una constante 0 < M < 1 tal que:

vyel, <y = 0< fly) = flz) < M(y — ).
Entonces, f(I) C I.
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Observacion 6 .-

En la prdctica, se pueden utilizar también razona-
mientos de tipo mas grafico.

Por ejemplo, si I = |a,b], para que f(I) C I es
necesario (aunque no suficiente) que f(a) € I y que
f(b) el

Pero si ademas de esto se verifica que f es monotona
(esto es, f'l(x) >0 ¢ f'(x) <0, Vx € I) entonces ya
se tiene que f(I) C 1.

Hemos visto hasta ahora que exigiendo a f las hipotesis
H1, H2 y H3 se aseguraba la convergencia global del
método, esto es, la sucesion converge al punto fijo de f
cualquiera que sea el punto inicial xy en 1.

Vamos a ver a continuacion que, reduciendo considera-
blemante las hipotesis se obtiene convergencia local
del método, esto es, la sucesion converge al punto fijo de
f siempre que el punto inicial x( esté “suficientemente
proximo” a la solucion:

Teorema 12 .- (Ostrowski)

Sea f: 1 =a,b] - R y sea B € (a,b) un punto fijo
de f. Supongamos que f es derivable en (B y tal que
| (B)| < 1. Entonces existe § > 0 tal que cualquiera
que sea xg € (B—0,08496), la sucesion construida por
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el algoritmo de iteracion funcional simple converge
a .

Ademas, el orden de convergencia es, al menos, 1
puesto que:

lim, 4 = £(5)

n—oo e
n

En cuanto al orden de convergencia, daremos un resul-
tado mas general que los vistos anteriormente:

Teorema 13 .- Si f es de clase CP(a,b) y el punto
fijo B (esto es, f(B) =) verifica:

FB) = £18) = ... = {78 =0, fU8) 20,

entonces el algoritmo de iteracion funcional simple
es de orden p.

4.1 Aceleracion de la convergencia.-
Ademas de la hipotesis H1 y H3 vamos a exigir a f una
nueva:

H4: f esdeclase CY(I) /| f'(x)#0, Vo € 1.

Esto significa que f es estrictamente mondtona en . Por
tanto,

r# 0B =>x, 0, VneN =e,=x,—0#0,Vn € N.
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Se tiene, como ya hemos comentado, que:

lim, % = f'(8) #0,

n—oo
n

es decir, el método es de orden 1. Ademas, esto prueba
que, para n grande, el error en el iterante (n + 1) es
aproximadamente igual a f'(3) veces el error en el ite-
rante n. Por tanto:

Tpi1 — B = f1(B) (@, — B),
Tnya — B = f(B) (w1 — B),
restando ambas expresiones:

F1(8) = =2

Ln+1 — Tp

y sustituyendo en la primera expresion:

ma B (@)
e T o

LTp+2 — 2xn+1 + Ty
Por tanto, x,, deberia darmos una mejor aproximacion de

B que z,,. Esto nos lleva al algoritmo A? de Aitken,
segun el cual, dada una sucesion {x, },en, se genera una
nueva sucesion {Z, }neny mediante la férmula;

7 (xn+1 - xn)Q - (Axn)z

=T, — =
n n n )
Lp+2 — 2xn+1 + Ty A2$n

donde:

Ay = Tpy1 — Ty

= Az, = A(Ax,) = Axyi1— ATy = Tpio—2T0 01+
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Teorema 14 .- (Convergencia del método de Aitken)
Sea {z,}nen, una sucesion convergente a [ tal que
las cantidades e, = x,, — B verifican:

e, #0, Vn € N,

eni1 = (A+en)e,, Vn e N,

donde A es una constante de valor absoluto menor
que uno y {e,}nen, €s una sucesion convergente a
0. Entonces la sucesion {T,}tnen, generada por el
algoritmo A? de Aitken, converge a 3 mds rdpido
que la sucesion {x,tnen, en el sentido siguiente:

= 0.

Corolario 1 .- Sea f : I = [a,b] — R contractiva en
I, de clase CY(I), tal que f'(x) #0, Yz € I y f(I) C
I. Entonces, si xg # 3, la sucesion {x, },en generada
por el algoritmo de iteracion funcional simple estd
en las hipotesis del teorema anterior, de modo que el
algoritmo A? de Aitken produce una aceleracion de
la convergencia.

El procedimiento A? de Aitken sugiere un nuevo algo-
ritmo iterativo, propuesto por Steffensen en 1933. El
algoritmo de Steffensen se basa en construir la
sucesion {zy }reny mediante:

xo dado,
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Tpi1=¢g(z,), n=01,...

sy — |7 o s S )~ 2f @) +a A0
S f(f(@)) - 2f(x) + 2 =0,

Teorema 15 .- (Steffensen)
Sea f: 1 = [a,b] — R una funcion con un punto
fijo B € (a,b). Supongamos que existe un entorno

(8—0,B+0) tal que f € C*(B—=6,8+08) y f'(B) # 1.

Entonces:

geC*B—46,8+0), g(B) =8, 4¢(B)=0.

(Por tanto, el método tiene, al menos, convergencia
de orden 2.)

5 ALGORITMO DE NEWTON-RAPHSON

Hemos visto anteriormente que un algoritmo de LF.S.
Tpi1 = f(x,) podia adquirir orden 2 si la derivada
de f se anulaba en el punto fijo. Sin embargo, esta
condicion no se verifica usualmente, con lo cual el orden
de convergencia se restringe a 1. Vamos a estudiar a
continuaciéon un algoritmo que permite alcanzar orden 2
de manera general.

El algoritmo de Newton-Raphson para la reso-
lucién de una ecuacion F(x) =0, con F : I = [a,b] —
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R derivable en (a, b), consiste en construir una sucesion
{x} }reny mediante:

xy dado,
F'(x)’

xn_i_l:xn_ :()717...
Observacion 7 .-

1. Geométricamente, el punto x,.1 es la abscisa
del punto de interseccion con el eje 0X de la
recta tangente a la curva y = F(x) en el punto

2. Evidentemente, para poder definir la sucesion ne-
cesitamos que F'(x,) # 0, Vn € N.

3. El algoritmo de N.-R. es un caso particular de
LF.S., x, = f(z,), con:

flz)=2— 5,((?)

Por tanto, todos los resultados vistos para [.F.S. siguen

siendo validos para este algoritmo. En particular, apli-
cando el teorema de Ostrowski, se tiene:

Teorema 16 .- (Convergencia local de N.-R.)

Sea F: I =la,b] = R y sea a € (a,b) una raiz de la
ecuacion F(x) = 0. Supongamos que F es derivable
en un entorno (o — d1,a + 61), F' es continua en «
y F'(a) # 0. Entonces:
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_ Flz)
F'(x)

en un entorno (a — do, v + o).

2. [ es derivable en o y f'(a) # 0.

1. La aplicacion f(x) = x estda definida

3. Eziste un entorno (o — 03, a+93) tal que, si xg €
(av—03, a+0d3), entonces x,, € (a—03, a+0d3), Vn €
N, y ademas:

lim x, = «.
n—oo

4. Sixg € (a—0d3, a+0d3), entonces, para e, = T,—«,
se tiene:

. €Enii
lim
n—oo en

= 0.
(Por tanto, el orden de convergencia es p > 1.)

Demostramos a continuacion que cuando « es una raiz
simple (F’(a)) # 0) entonces el método es de orden 2:

Teorema 17 .- (Orden de convergencia de N.-R.)
Sea F' : I = [a,b] — R de clase C*(ac — 6,0 + )
y tal que F'(a) # 0. Entonces, si xg # «, se tiene
T, # a, Yn € N, y ademas se verifica:

e ()
lim = .
n—00 6% 2F’<O¢)

(Entonces el orden de convergencia es, al menos, 2.)
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Teorema 18 .- (Convergencia global de N.-R.)
Sea F: I =[a,b] — R de clase C*(I) verificando:

1. F(a).F(b) <0.
9. Fl() £0, Vo € L.
3. F'(z)>0 6 <0, Voel

4. St ¢ denota el extremo de [a,b] en el que |F'(x)|
es mds pequeno, entonces:

POl _,
e

Entonces el método de N.-R. converge a la unica raiz
de la ecuacion F(x) =0 en |a,b] sea cual sea el ite-
rante inicial xy € [a, b].

Observacion 8 .- El método de N.-R. es costoso
desde el punto de vista computacional, ya que para el
calculo de cada iterante se necesita evaluar la funcion
y su derivada.

Es posible rebajar este coste computacional mediante
alguna de la simplificaciones siguientes:

1. Método de Newton de paso p:

Se conserva F'(x,) fijo durante p iteraciones con-
secutivas:

——— 0<n<p-—-1
Flzgy = =P

LIn+1 = T —
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_ F(z,)
F/(x?“p)’
De esta manera la derivada solo se evalua una

Ip+1 = Tn Tpgng(r—i_l)p_l

vez cada p 1iteraciones.

2. Método de Newton simplificado (o von Mises):
Sustituir F'(x,) por F'(xq). Asi:
F'(xo)’

De esta manera la derivada solo se evalua una

xn_{_l:xn :0717...

vez en todo el proceso. (Corresponde a p = 00).

3. Reemplazar F'(x,) por cualquier nimero A # 0:

Flzw) 0,1
LTn+1 = Tp — , n=0U,1,...
+1 A

Para el caso en que « es una raiz de multiplicidad m > 2:
Fla)=Fl(a)=...= F"™a)=0, F™a)+#0,

es posible aplicar también el algoritmo de N.-R. con una
pequena modificacion:

Teorema 19 .- Sea F' : I = |a,b] — R de clase
C™(a—0,a+6). Entonces, la sucesion {xy}ren cons-
truida mediante:




converge a o para Ty Suficientemente proximo a c.
Ademas se verifica:

. Enyl I —m

lim =

n—oo e m

(Esto es, el orden de convergencia es 1.)

Es decir, se mantiene la convergencia del método, aunque
se pierde un orden de convergencia. La convergencia de
orden 2 puede recuperarse mediante la siguiente modifi-
cacion:

Teorema 20 .- (Schroeder)
Sea F : I = |a,b] — R de clase C"(a — d, v + 9).
Entonces, la sucesion {xy}ren construida mediante:

si F'(x 0,
:En+1 — F/(xn) ( n) 7é
Ty S? F/(ﬂjn) =0= F(ajn);
converge a e para I SUﬁC'I;entementG pTO/.’,EZ.mO a «.

Si ademds F es de clase C"™(a— 6, a+0), entonces
se verifica:

fp Gt _ L P

= ez m(m41) Fim(a)
(En consecuencia, la convergencia es, al menos, de
orden 2.)
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6 ECUACIONES ALGEBRAICAS

Veamos a continuacion métodos especiales para el caso
en que la ecuacion a resolver es algebraica, esto es, un
polinomio.

6.1 Propiedades generales de los polinomios.-

Una ecuacion algebraica es una ecuacién escalar
numérica de la forma P(x) = 0, donde P es un poli-
nomio con coeficientes a; € C-

P:xGCHP(x):iaix”_iéC.
i=0

Si ag # 0, entonces se dice que P es un polinomio de
grado n.

Todo polimonio es infinitamente diferenciable. En rea-
lidad, se puede caracterizar un polinomio de grado n
como aquella aplicacion de clase C* cuyas derivadas se
anulan a partir del orden (n + 1).

Teorema 21 .- Dos polinomios son iquales si y solo
st sus grados y sus coeficientes coinciden.

Teorema 22 .- Sea P un polinomio de grado n. En-
tonces, para todo niumero o € C' existen constantes
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unicas ay, . . . a, tales que:

1=0
pn=p
Ademas, a, = (a), p=0,...,n
Y (n—p)

Teorema 23 .- Sea P un polinomio de gradon > 1.
Entonces, para todo nimero a € C' existe un unico
polinomio @ de grado (n — 1) tal que:

P(z) = (x — a)Q(z) + P(a).

Dado P un polinomio de grado n > 1, se dice que « es
una raiz de P de multiplicidad m < n si:

Pla)=Pl(a)=...=P"™ Y a)=0, P"(a)#0.

Teorema 24 .- Sea P un polinomio de grado n > 1

y sea o € C una raiz de P. Sea ) el inico polinomio
de grado (n — 1) tal que P(z) = (x — o) Q(x). En-
tonces:

1. La multiplicidad de o como raiz de P es m si y
solo si su multiplicidad como raiz de Q) es (m—1).

2. 51 B # «, la multiplicidad de 3 como raiz de P
coincide con su multiplicidad como raiz de Q).
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Teorema 25 .- Sea P un polinomio de gradon > 1.
Entonces a € C' es una raiz de P de multiplicidad
m si y solo st existe un unico polinomio S de grado
(n—m) tal que P(z) = (x—a)™S(x), con S(a) # 0.
Ademas, si f # «, la multiplicidad de 8 como raiz
de P coincide con su multiplicidad como raiz de S.

Teorema 26 .- Sea P un polinomio de grado n > 1.
Entonces existen numeros aq, ..., a, € C, distintos y
unicos salvo el orden, y existen numeros vy, ...,V, €
N, verificando v1 + ...+ v, = n, tales que:

P(z)=ap(x —a))™...(x — o).

Dado un polinomio P(x) = agz" + a1 + ... + a,,
trataremos de calcular de manera sencilla el valor del
polinomio y todas sus derivadas en un punto a € C.
Para ello, utilizaremos el esquema de Horner:

Dado que P(z) = (x — o) Q(x) + P(«), se definen los
nimeros:
2o(a) = ay,
zila) =ap+azpq(a), k=1,...,n.
Entonces:
Q(x) = zp(a)2" t + 2 ()" + ..+ zy (@),
P(a) = z,(a).

46



(Es simplemente la regla de Ruffini.)

Si denominamos @Q,_1(z) = Q(x) v Ry = P(«), se

tiene:

Pz)=(r—a)Q,_1(z) + Ry.

Aplicando al algoritmo a (),,_ se tiene:

Qn—l(x) — (CE - O‘) Qn—Q(SU> =+ Rla
donde Ry = P'(«).
Sucesivamente para Q,_o2, @Qn_3,... se llega a:
P(x) =Rz — )"+ Ry_1(x —a)" ' +...+ Ry.

Pl(a)

Por tanto, R, = o

kE=0,...,n.

Ejemplo 7 .-

Plx) =22° —x +1, a=2.

2 0 -1 1
2 4 8 14
2 4 7 15
2 4 16
2 8 23
2 4
2 12
2
2
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Por tanto:
P(2) =15, P'(2)=1123=23,
P'(2)=2112=24, P"(2)=312=12,
P2y =0, Vk>4.
P(x) = 2(x —2)° +12(z — 2)* + 23(x — 2) + 15.

Veremos a continuacion una serie de formulas que rela-
cionan los coeficientes de un polinomio con las sumas o
productos de sus raices:

Sea P el polinomio de grado n:

P(x) = apx”" + a1z ' 4 ... + a,.

Sean ay, ..., q, las n raices (no necesariamente distin-
tas) de P.
Foérmulas de Vieta: Si definimos:
n n
S1 = i, Sy= D Oy ... S =Q102...0p,.
i=1 i<j=1
entonces:
aj;

= (—1)"sp, k=1,2,...,n.

a

Formulas de Newton: Si definimos ahora:

Nk
Skzzl%v k=1,2,...,n,
1=
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entonces:
apsi +aq =0
apSo +a1S1 +2a9 =0

+agSp—1 +a18p-2 +... +(n—1)a,_1 =0
apS, +a1S,-1 +a2S,—o9 +... +na,, =0

6.2 Acotacién y separaciéon de raices de polinomios.-

Teorema 27 .- Sea el polinomio de gradon: P(x) =
apx" + a1z" '+ ...+ a,. Sea a € C una raiz de P.
Entonces:

Janl a1 &
a’ + |ay,| |ag|
donde:
a = max{|ail,...,|an|},
a’ = max{|agl, ..., |a,_1|}.

Teorema 28 .- Sea P un polinomio de gradon y sea
B € C un numero cualquiera. Entonces en el disco
complejo {z € C | |z— | < pi} existe al menos una
raiz de P, siendo:

an

a {(Z) (k]

donde ap son los coeficientes tales que:

P(z) = go 6 (x — B

A

}Uk, k=1,...,n,
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Teorema 29 .- (Cotas de Cauchy)
Sea un polinomio de grado n:

1

P(z) =apz" + a12" "+ ...+ a,, con a,#0.

Constderamos el polinomio:
T (x) = |agla™ — |a1]|z" ™ — ... = |an_1]z — |an],

que posee una unica raiz real positiva R.
Constderamos el polinomio:

Tr(x) = |aplz"™ + \allx”_l + oo an1|r = |ag],

que posee una unica raiz real positiva .
Entonces todas las raices de P estin en la corona
compleja {z € C /r <|z] < R}.

6.3 Polinomios con coeficientes reales.-

En lo que resta de tema consideraremos polinomios de
grado n y con coeficientes reales, esto es:

1

P(z) = apz" + a1 + ...+ ap_17 + ay,

con a;, € R, Vi=0,...,n.
Para estudiar la existencia de raices complejas tenemos
el siguiente resultado:
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Teorema 30 .- (Hua)
St todas las raices de P son reales, entonces:

a% > ap_1.ap+1, Vk=1,...,n—1.

Para acotar las raices reales de P introducimos los si-
guientes polinomios:

Q(x) = P(—2) = (=1)"apz"+(=1)"tara" '+, . —a,_17+ay,,

1
R(z)=a"P(-)=ap+ a1z + ...+ ap12" ' + a,a”,
T

1
S(z)=2"P(— 90) = (=D)"aog+(=1D)"arz+. . .—a,_ 12" Ha,z.

Es claro que:

a € Resraizde P & —aesraizde @

1 1
& —esraizde R & — —esraizde S.
Q Q

Por tanto, dado M € R*:
M es cota superior de las raices positivas de P
< —M es cota inferior de las raices negativas de @)

= i es cota inferior de las raices positivas de R

& — i es cota superior de las raices negativas de S.
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Dado que el calculo de P, @, R, S es trivial a partir de
cualquiera de ellos dado, para acotar las raices reales de
P bastara estudiar método que permitan calcular cotas
superiores de las raices positivas de un polinomio.

Teorema 31 .- Sea el polinomio de gradon: P(x) =
apx” + a1t + ... 4+ a, con ag > 0 y algin coefi-
ciente a; negativo. (Si todos los coeficientes de un
polinomio son a; > 0, no tiene raices positivas).

Sea a el marimo de los mddulos de los coeficientes
negativos y sea a,, el primer coeficiente negativo en
la sucesion ag,aq,...,a,. Entonces todas las raices
positivas de P son menores que la cota:

M=1+ {;}W

Teorema 32 .- (Regla de Laguerre-Thibault)
Sea P el polinomio de grado n > 1:

P(x) = apz" + a1 2™ ' 4 ... + a,.

Una condicion suficiente para que M > 0 sea una
c.s.r.p. de P es que los coeficientes del cociente y el
resto resultantes de dividir P(x) por (x — M) sean
todos no negativos (o bien, no positivos).
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Teorema 33 .- (Regla de Newton)
Sea P el polinomio de grado n > 1:

1

P(x) = apz" + a1z 4+ ... + a,.

Una condicion suficiente para que M > 0 sea una
c.s.r.p. de P es que los numeros P(M), P'(M), ...,
P"(M) sean todos no negativos (o bien, no posi-
tivos).

Dados dos numeros reales a y b no nulos, se define la

Variacion;
Viab) = 1 si sz.gnO(a) A sz.gno(b),
0 si signo(a) = signo(b).
Dados m numeros reales by, ..., b, no nulos, se define

la variacion:
Vb1, ..., bm) = V(b1,b2)+V (bo, b3)+. . . +V (by_1,bp).

Finalmente, dados m ntumeros reales bq,...,b, cua-
lesquiera, se define la variacion:

Vb, ... o) = Vb, b)),

donde {b;,...,b; } es el conjunto ordenado resultante
de suprimir en {by, ..., b, } los elementos nulos.
Ejemplo 8 .-

V(=5,4,0,3,0,—2,—1) = V(=5,4,3, -2, —1)
=V(=5,4)+V(4,3)+V(3,-2)+V(-2,—-1) =2.
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Teorema 34 .- (Boudan-Fourier)
Sea un polinomio de grado n > 1:

1

P(z) = apx" + a1z + ... + ap.

Sea [a,b] C R un intervalo tal que P(a).P(b) # 0.
Entonces el numero de raices reales de P, contando
cada una tantas veces como indica su multiplicidad,
en el intervalo (a,b) es igual o inferior en un nimero
par a v(a) — v(b), donde:

v(z) = V(P(z), P'(z),..., P"™(x)).

Corolario 2 .- (Regla de Descartes o de los signos)
Sea un polinomio de grado n > 1:

1

P(z) = apz" + a1z + ... + ay,

tal que a, # 0. Entonces el numero de raices reales
positivas de P, contando cada una tantas veces como
indica su multiplicidad, es igual o inferior en un
numero par a V(ag, aq, ..., ay).

Observacion 9 .- Se puede aplicar este resultado
para saber, salvo un numero par y contando multi-
plicidades, el niumero de raices reales de P mayores
que un numero real (.
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Para ello basta escribir P de la forma:
Px)=ag(z — B)" +ai(x — B)" '+ ... +an

y calcular V(ag,a, ..., ay).

Dado un polinomio P de grado n y un intervalo |a, b] se
llama sucesion de Sturm relativa al polinomio y al inter-
valo a un conjunto finito de polinomios {pg, p1, - - -, Pm }
verificando:

1. po tiene en |a, b] las mismas raices que P (pero de
multiplicidad uno).

2. pm Mo tiene raices en |a, b.
3.pj(la) =0, 0<j<m = pj_i(a).pj+(a) <O.

4. po(a) =0 = pyla).pr(a) > 0.

Para construir una sucesion de Sturm relativa a un poli-
nomio P y a cualquier intervalo se utiliza el algoritmo
de Euclides para el calculo del maximo comun divisor
de Py P

El algoritmo es como sigue:

oy
=
32

I
b
B
=
5

I

P'(z), grado(R;) < grado(Ry),

Ro(z) = Ri(z) Qi(x)—Ra(x), grado(Rz) < grado(Ry),
Ry(z) = Ra(z) Q2(x)—R3(x), grado(R3) < grado(Ry),



Ry o(x) = Ry1(x) Qu-1(x)— Ry (x), grado(R,,) < grado(R,,_1),
Ri1(z) = Rp(2) Qm(x).

Por tanto, R, divide a todos los Ry y verifica:

R,, = m.c.d.(Ry, Ry) = m.c.d.(P, P").

La sucesion de Sturm se puede tomar entonces:

Ry IRy Ry
— ... 1;.
Rm’ Rm7 J Rm ? }

Observacion 10 .- Dede tenerse en cuenta que st
a es una raiz de P de multiplicidad m, entonces es
raiz de P' de multiplicidad (m — 1). Por tanto, R,

contendrd un factor de la forma (xv — o)™ L.

En consecuencia, las raices de P son todas simples
si y solo si R, es una constante. En ese caso, la
sucesion de Sturm puede tomarse como:

{Ro,R1,..., Run_1, R}

En caso contrario, si R, es un polinomio (no una
constante), entonces las raices de R,, son las raices
maultiples de P y ademds se tiene que su multiplicidad
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como raices de P es la multiplicidad como raices de
R,, mads una unidad.

Teorema 35 .- (Sturm)

Sea P un polinomio de grado n > 1. Sea [a,b] C
R un intervalo tal que P(a).P(b) # 0. Entonces el
numero de raices reales distintas de P en el intervalo

(a,b) es igual a v*(a) — v*(b), donde:

v*(z) = V(po(w),p1(x), ..., pm(2)),

siendo {po, p1,--.,Pm} una sucesion de Sturm rela-
tiva a Py a la,b)].

Una vez localizadas las raices reales de un polinomio P
podemos pasar a su calculo o aproximacion. Todos los
métodos estudiados para ecuaciones numeéricas generales
(por ejemplo, Newton-Raphson) son validos para poli-
nomios. Pero ademés también tenemos otros métodos
especificos para polinomios:

Algoritmo de Lin: Sea el polinomio de grado n:
P(z) = apx" + 12" '+ ... +a,, con a,#D0.
Sea o € R una raiz de P. Entonces:
P(a) = apa" + a1 '+ ...+ a1+ a, =0
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= alapd” ' a0 2. Fap_)+a, =0

a'n
= 0= 1 2
apd" "t aa"c+ L an
Ay X
= o= — :
apd + a1+ .. a1«
I Ay QX Ay

Pla)—a, a,— Pla)

Asi pues, a es un punto fijo de la aplicacion

fla) = a in]gi(x)'

El algoritmo de Lin consiste en aplicar el método de

[.F.S. para calcular ese punto fijo de f. Es decir, se
construye una sucesion {x }reny mediante:

xo arbitrario,
AnTf

Ll+1 an—P(.Tk;), )

Si la aplicacion f verifica las condiciones adecuadas (ya

estudiadas previamente), esta sucesion converge al punto
fijo c, que es una raiz del polinomio P.

Ademas de este método, se pueden utilizar entre otros:

Método de Bernouilli:

Basado en ecuaciones en
diferencias.
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Método de Bairstow: Especialmente indicado para
el calculo de pares de raices complejas.

Método de Laguerre: De orden 3 vy, por tanto, uti-
lizable para obtener una raiz con alta precision.

Método de Graeffe-Lovachevski ...
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