Problemas resueltos de calculo en varias variables
reales

EDUARDO Liz MARZAN

Los problemas que se incluyen en esta coleccién se han extraido de pruebas parciales y examenes
finales de la asignatura Célculo I de las titulaciones de Ingenieria de la energia e Ingenieria de los recursos
mineros y energéticos en la Universidad de Vigo, entre los cursos 2013/2014 y 2019/2020.

Consta de 48 problemas resueltos que se han estructurado en 3 bloques: un primer bloque de curvas,

vector gradiente y derivadas direccionales, un segundo bloque dedicado a la regla de la cadena y derivacién
implicita y, finalmente, un bloque de cédlculo de extremos libres y extremos condicionados.
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Capitulo 1
Curvas, gradiente, derivadas direccionales

1) Un mévil sigue la trayectoria r(t) = (z(t),y(t),z(t)) = (e tcos(t),e tsen(t),et). Calcular el
instante t en el que el médulo de la velocidad es minimo.

Solucién: Como el vector de posicién es r(t) = (z(t),y(t), 2(t)) = (e tcos(t),e tsen(t),e’), el vector

velocidad es
v(t) =7'(t) = (2'(t),y' (t),2'(t)) = (—e “(cos(t) + sen(t)), e “(cos(t) — sen(t)), e’).
Denotamos por ¢(t) el cuadrado del médulo de la velocidad:
g(t) = [[v(®)||* = e *(cos(t) + sen(t))? + e % (cos(t) — sen(t))? + * =
= e ?*(cos?(t) + sen?(t) + 2cos(t) sen(t)) 4+ e 2 (cos?(t) + sen?(t) — 2 cos(t) sen(t)) + e** =
— 962t 4 g2t
Para encontrar el instante donde g alcanza el minimo, derivamos e igualamos a cero:

In(2)
R

Jt)=—de 12 =0 =M =2 = M =2¢=t =

Como ¢"(t) = 8e~2! +4e?* > 0, Vt € R, se deduce que g”(In(2)/4) > 0, y por tanto en ese punto se
alcanza el minimo.
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2) En un videojuego una nave de combate se mueve a lo largo de la trayectoria plana
r(t) = (5—t,21 —t?), t € [0,5].

a) Obtener la expresién explicita y = f(x) de la trayectoria en el plano XY y representarla
graficamente.

b) Teniendo en cuenta que la nave puede disparar un rayo laser en la direccién del vector tangente
’(t), determinar el instante ¢ en el que la nave debe disparar para que el ldser impacte en un
objetivo situado en el punto (0,0).

Solucion:

a) Las ecuaciones de la trayectoria son

r=5—t=—1t=5—=x
—y=21—-(5-2)= -2+ 10z — 4.

y=21—1t2
Como x = 5 parat =0y x = 0 para t = 5, la trayectoria es el tramo de la pardbola y = —2% 4 10z — 4
para z € [0,5]. Es un tramo creciente porque ' = —2x410 > 0 para & < 5. Se representa graficamente

en la figura.

iene la direccién

b) El vector tangente a la trayectoria es r'(t) = (—1, —2t). La recta que pasa por r(t) y t
= (0,0):

de 7'(t) debe pasar por (0,0). Por tanto, debe existir A > 0 tal que r(t) + \r/(¢)

5—t=A\
5—1t,21 —t3) + \(—1,-2t) = (0,0) <= =
( )+ A ) =1(0,0) {21_t2:m}

=21 —t*=2t(5—-t) = t* — 10t +21 = 0.



Las soluciones de esta ecuacién son t = 3 y t = 7, asi que el instante es t = 3 € [0, 5].
La trayectoria de la curva y el vector tangente se representan en la figura.

3) Se considera la curva r : [0,7] — R? definida por 7(t) = (sen?(t) cos(t), sen(t) cos?(%)).

05

a) Probar que la curva pasa por (0,0) para tres valores de e
t € [0,7] y calcular los vectores tangente en (0,0) corres- o3
pondientes a cada uno de esos valores. 02

b) Sabiendo que la curva tiene la forma de la figura, justificar o1
si se recorre en sentido horario o antihorario. o

~0206-04-02 00 02 04 06

Solucion:

a) r(t) = (0,0) <= (sen?(t) cos(t), sen(t) cos?(t)) = (0,0).
Las soluciones son los valores de ¢ € [0, 7] para los cuales sen(t) = 0 o cos(t) = 0, es decir, t = 0,
t=n/2yt=nm.
Como 7'(t) = (2sen(t) cos?(t) — sen®(t), cos®(t) — 2 cos(t) sen?(t)), los vectores tangente son

r'(0) = (0,1), r'(x/2)=(-1,0) 7'(7)=(0,—1).
b) Teniendo en cuenta que r'(w/2) = (—1,0), es claro que la curva se recorre en sentido horario:

0.5

0.4
0.3
0.2}
0.1
0.0t

~0.106-04-02 00 02 04 06
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4) Una mosca inicia una trayectoria en linea recta en una habitacién desde el punto P = (3,9,4) al
punto @ = (5,7,3). Sabiendo que la temperatura en cada punto (z,y, z) estd dada por el campo
escalar T'(z,y, z) = xze¥ ™%, calcular la tasa de cambio de temperatura que experimenta la mosca
en el momento que inicia el vuelo.

Solucién: La tasa de cambio de temperatura es la derivada direccional del campo T en el punto
P = (3,9,4) en la direccién del desplazamiento, que viene dada por PQ = Q@ — P = (2,—2,—1). El
vector unitario en esa direccién es u = (2/3,—-2/3,—1/3). El vector gradiente de T es VI (z,y,z) =
(e¥=%, xe¥~% —xze¥~%). Por tanto, la tasa es

2/3 o5
DyT(P)=VT(P)-u= (€3¢, -3¢") | —=2/3 | = ——.
~1/3 3

5) Se considera el campo escalar
flz,y) = 2%y® — 22y,
a) Calcular la ecuacién del plano tangente a la grifica de f en el punto
(1:07 Yo, ZO) = (1? _17 _3)
b) Hallar la ecuacién de la recta tangente en el punto (1, —1) a la curva definida por la ecuacién

implicita
x2y3 — 229 = 3.

Solucion:

a) Calculamos el gradiente de f en el punto (1, —1):
V(x,y) = (0f/0x,0f [0y) = (2xy® — 2y°,32°y* — day) = Vf(1,-1) = (—4,7).
La ecuacién del plano tangente es
z24+3=—-4z—-1)+7y+1) <=4 —-Ty+2=8.

b) La curva 22y — 22y% = —3 es la curva de nivel de f que pasa por (1,—1) y por tanto la ecuacién de
la recta tangente es

rz—1

Vf(l,—1)<y+1> =0 4@ —1)+T(y+1) =0 <= 4z — Ty = 11.



6) Se considera el campo escalar en R?
f(z,y) =1+ sen(3z + y).

a) Calcular los vectores unitarios u € R? para los que la tasa de crecimiento de f en la direccién
de u a partir del punto (0,0) es igual a 1.
b) Calcular la ecuacién del plano tangente a la grafica de f en el punto (7/2,—7/2,1).

Solucién:

a) La tasa de crecimiento de f en la direccién de u = (uy,u2) a partir del punto (0,0) es la derivada
direccional

Dy f(0,0) = V£(0,0) (g;) = 3uy + uy.

Por tanto, Dy f(0,0) =1 < 3u; +us =1 < us = 1 — 3u;.
El vector u = (uy,1 — 3uy) es unitario si u? + (1 — 3u;)? = 1, que tiene como soluciones u; = 0 y
uy = 3/5. Por tanto los vectores pedidos son u = (0,1) y u = (3/5, —4/5).

b) Como Vf(n/2,—n/2) = (—3,—1), la ecuacién del plano tangente en el punto (7/2, —7/2,1) es

z—1=-3x—-7/2)— (y+7/2) <=3z +y+z=1+m.

7) La temperatura en cada punto (z,y) de una placa estd dada por la funcién
T(z,y) =2z + ¥’ o,

Un dispositivo mévil con un termémetro va midiendo la temperatura siguiendo la trayectoria de
la curva
r(t) = (x(t),y(t)) = (sen(t) — sen(2t),sen(t) + sen(2t)).

a) Calcular la posicién y el vector velocidad del mévil en el instante ¢ = 7 /2.

b) Calcular la tasa de variacién de la temperatura que experimenta el mévil en el instante ¢t = /2.

¢) Suponiendo que el mévil puede cambiar su trayectoria, calcular el vector unitario que marca
la direccién en que debe moverse a partir de P = r(7/2) para que la temperatura medida
aumente lo més rapido posible.

Solucion:

a) Para t = w/2, se obtiene r(7/2) = (z(r/2),y(7/2)) = (1,1). Por otra parte, el vector velocidad es
r'(t), de modo que

r'(t) = (2'(t),y'(t)) = (cos(t) — 2 cos(2t), cos(t) + 2 cos(2t)) = r'(7/2) = (2, —2).

b) La tasa de variacién de temperatura es la derivada del campo escalar T sobre la curva r(t) en t = 7/2.
Si denotamos h(t) = T(r(t)), se tiene, usando la regla de la cadena,
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W(r/2) = VT(r(/2)) - (7/2) = VT(1,1) <_§> .

El vector gradiente de T es VT'(x,y) = (2 — 2xey2’12, 2y692*x2) . Por tanto, VT'(1,1) = (0,2) y

W (x/2) = (0,2) (_;) -4

¢) La direccién de maximo crecimiento la determina el gradiente de T' en (1,1). Por tanto, el vector
unitario que marca esa direccién es u = (0, 1).

8) La temperatura en cada punto (z,y) de un plano viene dada por una funcién T'(z,y).
Sabiendo que la tasa de incremento de la temperatura en el punto P = (1,1) en la direccién de
v; = (1,1) es v/2 y en la direccién de vy = (3,4) es 1, se pide:
a) Calcular la direccién de méximo incremento de temperatura a partir de P.
b) Calcular la direccién en que deberfa moverse una hormiga situada en el punto P para no
experimentar variacion de temperatura.

Solucion:

a) La direccién de méximo incremento es la que marca el vector gradiente VT'(1,1). Denotemos (a,b) =
VT(1,1). La tasa de incremento de temperatura viene dada por la derivada direccional, de modo que
se tiene:

V2 = Dy, T(1,1) = (a,b) (ﬂg) = a\g) — a+b=2

3a + 4b
1= Dy, T(1,1) = (a,b) (i;g) - % — 3a+4b =5,

donde uy = (1/v/2,1/v/2) y uz = (3/5,4/5) son los vectores unitarios en las direcciones de vy y va
respectivamente. Resolviendo el sistema se tiene que VT'(1,1) = (a,b) = (3, —1).

b) La hormiga debe moverse en la direccién de la curva de nivel de P, es decir, en la direccién ortogonal
al vector VT'(1,1) = (3,—1). Por tanto, debe moverse en la direccién de (1, 3), siguiendo la recta

y—1=3r—-1) <= y=3z-2.

9) Se considera la curva plana definida implicitamente por la ecuacién
ry = sen(mz® 4 v).

Probar que el punto (zg,y0) = (1,0) estd sobre la curva y calcular la recta tangente a la curva
en dicho punto.
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Solucién: Sustituyendo x = 1, y = 0, la ecuacién se cumple porque sen(w) = 0. Por tanto, (1,0) es un
punto de la curva.
La curva implicita es la curva de nivel 0 del campo escalar F(x,y) = xy — sen(nz? + y), de modo

que la ecuacion de la recta tangente es
z—1
v (771 <o

Como VF(z,y) = (y — 2wz cos(nx? + y),x — cos(rz? + ¥)), se tiene que VF(1,0) = (27,2) y la recta
tangente es
2z —1)+2y=0«<=y=—mr+.

10) Se considera el campo escalar f(x,y) = 22 + y* — In(x — y).
a) Hallar el dominio de definicién de f y representarlo graficamente.
b) Calcular la ecuacién del plano tangente a la superficie z = f(z,y) en el punto (z,y,2) =
(2,1,5).
¢) Hallar la ecuacién de la recta tangente en el punto (z,y) = (2,1) a la curva definida implici-
tamente por la ecuacién f(z,y) = 5.

Solucion:

a) Como la funcién In(z) sélo estd definida para ntimeros positivos, se tiene:
(z,y) e D(f) = z—-y>0<=y<uz.

Por tanto, el dominio de definicién de f es el semiplano bajo la recta y = x, que es la regién sombreada
en la figura.

b) La ecuacién del plano tangente a z = f(x,y) en el punto (2,1,5) es

2—5= <g£(2,1)7g£(2, 1)) (i: ?) .
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Las derivadas parciales de f son

OF _ gy 1 af—2y+ ! :>g(2,1)

_ . 9f of
or z—y Oy x—y Ox

(2,1) = 3.

Por tanto, la ecuacién del plano tangente es

z—5=3zx—-2)+3(y—-1)<=3x+3y—z=4.

¢) Teniendo en cuenta que la curva f(x,y) = 5 es una curva de nivel de f y por tanto ortogonal al vector
gradiente, la ecuacién de su recta tangente en el punto (2,1) es

Vf(2,1)<z_?> =o<:>(3,3)<z_§> —0<e=32-2)4+3y—1)=0<a2+y=3

11) Se considera el campo escalar f(x,y) = y> + 2%y.
a) Calcular los vectores unitarios u para los que la derivada direccional de f a partir del punto
P = (3,1) en la direccién de u vale 6.
b) Probar que la curva de nivel f(z,y) = 10 pasa por el punto P = (3,1) y calcular la ecuacién
de la recta tangente a dicha curva en el punto P.
¢) Calcular el valor del limite
2y(z) —z+1
an 2 @ 2
z—3 sen(2z — 6)

)

donde (z,y(z)) son los puntos de la curva de nivel f(z,y) = 10.

Solucion:

a) La tasa de crecimiento de f en la direccién de u = (ug, uz) a partir del punto (3,1) es la derivada
direccional

Duf(3,1) = V£(3,1) (Z;)

Calculamos el gradiente de f en P:

af of 2, 2
(9L 9T\ _ o 1) = (6,12).
Vi) = (555 ) = @onss? + %) — V131 = (6,12
Por tanto,
Duf(37 1) = (6712) (Zl) = 6uy + 12uq,
2
y entonces

Dyf(3,1) =6 < 6u; + 12us = 6 <= u; = 1 — 2us.

El vector u = (1 — 2ug,uz) es unitario si u3 + (1 — 2uz)? = 1, que tiene como soluciones uy = 0 y
Uy = 4/5
Teniendo en cuenta que u; = 1 — 2ug, los vectores unitarios pedidos son (1,0) y (—=3/5,4/5).

b) Como f(3,1) = 10, la curva de nivel 10 de f pasa por el punto P = (3,1).
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Dado que, como hemos calculado antes, Vf(3,1) = (6,12), la ecuacién de la recta tangente es

r—3

Vf(371)(y_1> =0<=6(z—-3)+12(y—1)=0<«<=x+2y=05.
¢) Como 2y(3) —34+1=2-34+1=0 = sen(6 — 6), se trata de una indeterminacién del tipo 0/0 y

podemos aplicar la regla de L’Hopital:

. 2y(x)—ax+1 0 2y (x)—1 2y'(3) -1
lim ————— = lim = .
=3 sen(x — 3) -3 2 cos(2x — 6) 2

El valor de y/(3) es el de la pendiente de la recta tangente z + 2y = 5, es decir, y'(3) = —1/2, y por

tanto 5 L 23 )
o) el w1
z—3  sen(zr — 3) 2

12) Se considera el campo escalar F(z,y) = 2zy + 23. Encontrar el punto (zg, 3o, 20) de la grafica
z = F(z,y) cuyo plano tangente es paralelo al plano z = z + y.

Solucién:
Las derivadas parciales de F' son

oF 0
— =2 2, — =21
Ox y+3e, Oy v

Por tanto, el plano tangente a la grafica z = F(x,y) en el punto (xg,yo, z0) tiene la expresién:
z— 20 = (2yo + 3z3) (z — o) + 2x0(y — ¥o)-

Para que sea paralelo al plano z = x + y, debe cumplirse que 2y + 322 = 2x¢ = 1. La tinica solucién es
xo = 1/2, yo = 1/8, para los cuales

2= F(1/2,1/8) =

| =
B~

+

ol

Por tanto, el punto buscado es P = (1/2,1/8,1/4).

13) Se considera el campo escalar en R? definido por

2
fla,y) = gm?’ +y? —zy? + 27

Calcular el punto P de la recta y = x para el que la derivada direccional de f en el punto P en
la direccién de (1,1) es 2v/2.

Solucién: Calculamos el gradiente de f:
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Vf(x,y) = (0f/0x,0f)0y) = (22 — y* + 2z, 2y — 2xy).
La derivada direccional de f en P = (A, \) en la direccién de (1, 1) estd definida por

)2
Duf(\ ) = V(A A) G§£> — (A% 42X, 2) — 2)?) (%ﬁ) %

Por tanto:
—A2 4\

V2

El punto es P = (2,2).

=2V2 = N2 4d =4 = A2 AN +4 =0 \=2.

2
. 5 —y

14) Se considera el campo escala Y) = ———.
) nsider mp r g(z,y) Z iy

a) Hallar el dominio de definicién de g.

b) Calcular el vector unitario que marca la direccién de crecimiento més rapido de g a partir de
(1,1).

¢) Calcular la ecuacién del plano tangente a la grafica de g en el punto (1,1,0).

d) Estudiar si existe  lim T,Y).
) (x,y)—>(070)g( v)

Solucion:

a) Como el denominador sélo se anula en (0,0), D(g) = {(z,y) € R? / (z,y) # (0,0)}.

b) La direccién de crecimiento més rapido de g la marca el gradiente de g.

41> —4ya?

(22 +92)*" (2% +3°)

V(o) = ( ) = vot.0 = (-1,
El vector unitario es u = (1/v/2,-1/v2).

¢) La ecuacién del plano tangente viene dada por

-1
s-0=vyn) (571) -0 --n=s-u
de modo que el plano tangente es x —y — z = 0.
d) Los limites direccionales de g cuando (z,y) tiende a (0,0) segun las rectas y = Az son:

lim g(z, Az) = lim N, AN 1=
a0 ) e I A2 T o0 22(1+ A2) | 142

Como el limite toma distintos valores para los diferentes valores de A, se puede concluir que no existe
el limite de g en (0,0).



Capitulo 2
Regla de la cadena y derivacion implicita

1) La longitud a y la anchura b de una ldmina rectangular varian con tasas constantes de o metros
por segundo y 8 metros por segundo respectivamente. Denotemos por S la superficie de la lamina
y por D su diagonal. Calcular las tasas de variaciéon o y 3 sabiendo que S’(t) = —3 m?/sg y
D'(t) =0 en el instante t en el que a =2y b = 1.

Solucién:
Las férmulas para la superficie S y la diagonal D en funcién de a y b son
S=ab ; D=+/a?+0b2.

Aplicando la regla de la cadena y teniendo en cuenta que a/(t) = «, ¥'(t) = 3, obtenemos:

s OS as ..
S(t)——aaa(t)—i——abb(t)—boz—i—aﬁ,

0D oD a b
/ _ / / _
D(t)_aaa(t)+abb() \/a2+b2a \/a2+b26'

Para a = 2, b =1, resulta el sistema
a+28=-3
2a+ 5 =0,

cuya unica solucién es a = 1 m/sg, f = —2 m/sg.

2) El radio r de la base de un cono aumenta a una tasa de 0.5 cm/s y su altura h disminuye a una
tasa de 1 cm/s. Calcular la relacién entre el radio y la altura en el momento en que la tasa de
incremento de volumen es nula. (Volumen del cono = (7/3)r?h).

Solucién:
El volumen estd definido por el campo escalar V (r, h) = (7/3)r2h.

15
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Como las variables r, h dependen de ¢, una aplicacién de la regla de la cadena proporciona:

V() = 2 (ra), ) - (0) + 20, h0) - W (0) = ZEr(n() (0) + T (1)
Del enunciado sabemos que /(t) = 1/2, h'(t) = —1, de modo que, teniendo en cuenta que r > 0,
VI(t) = gr(t)h(t) - gTQ(t) =0 <= r(t) = h(t).

Por tanto el radio y la altura deben ser iguales en el instante en que la tasa de incremento de volumen es

nula.

3) La longitud z, la anchura y y la altura z de una caja rectangular varfan en funcién del tiempo ¢.
En el instante ¢t = 1, las dimensiones son x = 1, y = z = 2 y las tasas de variaciéon del volumen
V, el drea de la base A y la superficie total S (incluyendo la tapa) son V'(1) =3, A/(1) =2y
S’(1) = 7, respectivamente.
Calcular las tasas de variacién z/(1), y'(1), 2/(1).

Solucién:
Las férmulas para el volumen V', el drea de la base A y la superficie total .S son:

V(z,y,z) =zyz 3 Alz,y) =xy ;S(x,y,2)=2xy+ 2wz + 2y2.

Como las variables z, y, z dependen de t, una aplicacién de la regla de la cadena proporciona:

V() = G0+ G/ (0)+ G (0) = s () + oy (0) + ()
A(0) = S0/ (0)+ Gy (0 = ' (0) + 2/ 0
S'(t) = %x’(t) + %y’(t) + %z’(t) =2(y+ 2)2'(t) + 2(x + 2)y' () + 2(x + y)2'(¢).

Para t =1 se tiene z = 1, y = z = 2. Sustituyendo:

V(1) =42’ (1) + 2y (1) + 22/ (1) = 3;
A1)y =22"(1)+ /(1) = 2;
S'(1) = 82/(t) + 6y'(1) + 62'(1) = 7.

La tinica solucién del sistema es 2'(1) = 1/2, y/(1) =1, 2/(1) = —1/2.
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4) Se considera el campo vectorial dado por G(x,y) = (2% In(xy), e* Y, 2%y).
a) Calcular la matriz jacobiana DG(1,1).
b) Si H es otro campo vectorial cuya matriz jacobiana en (0,1,1) es

DH(0,1,1) = (—ggg)

calcular D(H o G)(1,1).

Solucion:

a) Denotando G(z,y) = (G1(x,y), G2(z,y),Gs(x,y)) = (2?In(zy), e ¥, 2%y), la matriz jacobiana es la
matriz de las derivadas parciales

aail (z,9) 836;;1 (z,9) 2z In(xy) + 2%/y

DG(z,y) = | G2(x,y) G2(zy) | = Y eV
¢ 2
& (w,y) G (a,y) 2zy x

En particular, en el punto (z,y) = (1, 1), la matriz es
1 1
DG(1,1)=11-1
2 1
b) Teniendo en cuenta que G(1,1) = (0,1,1), una aplicacién de la regla de la cadena proporciona:

1 1
D(HoG)(l,l)DH(O,l,l)DG(l,l)<_(1)g;> 1-1 G_?)

5) Sea F : R® — R un campo escalar diferenciable y sea r(t) = (x(t),y(t), 2(t)) una curva parame-
trizada en R3, con t > 0.
a) Probar que si F(r(t)) es constante entonces la direccién de crecimiento més répido de F' en

cada punto de la curva es ortogonal a la direccién de avance de la curva.
2

b) Comprobar la propiedad del apartado anterior para el campo F(z,y,2) = zy + = y la curva
x
r(t) = (¢, —t%,t2).

Solucién:

a) La direccién de crecimiento mds rapido de F la marca el gradiente de F', mientras que la direccién de
avance de la curva la marca el vector tangente r/(t).
Como F(r(t)) = K para una constante K, una aplicacién de la regla de la cadena proporciona la
relacién (F(r(t))) = VF(r(t)) - r'(t) = 0 y por tanto los vectores VF(r(t)) y 7'(t) son ortogonales.
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2
b) Para F(z,y,2) = zy + = y la curva r(t) = (¢, —t2,t?), se tiene que F(r(t)) = —t3 4+ t> = 0. Por otra
x
parte,

2,2

2
VF(z,y,2) = (y - S ;) — VF(r(t)) = (—2t%,1,21).
Como 7'(t) = (1, —2t,2t), se tiene:
1

VF(r(t)) - (t) = (—2t%,t,2t) [ =2t | = —2t> — 22 + 44> = 0.
2t

6) En R? se consideran dos sistemas de coordenadas (z,y, ) y (u, v, w), relacionados por las férmulas

U=z —Yy
v=Yy—2
w=2z—.

Se considera el campo escalar F' : R — R definido en coordenadas (u,v,w) por la expresiéon
F(u,v,w) = usen(vw).

a) Calcular el vector gradiente de F' en coordenadas (u, v, w).

b) Probar que para todo (x,v,2) € R? se cumple que

OF OF OF

%-Fa—y-f—%—o.

Solucién:

a) El vector gradiente en coordenadas (u, v, w) es
VF(u,v,w) = (0F/0u,0F/0v,0F/0w) = (sen(vw), uw cos(vw), uv cos(vw)).
b) Usando la regla de la cadena, y teniendo en cuenta que

ou 1 ov ow

ox 7 9r O dx

tenemos:
OF OF Qu OF Qv  OF dw _OF OF

or  Oudr o0 or owor ou ow

Del mismo modo:

oF __oF oF  oF __or oF
oy  Ou  Oov ' 9z  Ov  Ow

Por tanto:
oF OF 62 B oF OoF oF OF OF OF -

9z "oy To: T ou ow ou o v Tow
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7) Se considera la superficie parametrizada en la forma
(z(u,v),y(u,v)) = (e** cos(v), e** sen(v)),

conu € (—1,1), v € (—7/2,7/2).

Sabiendo que el campo de temperaturas sobre los puntos de la superficie estd dado por la funcién
T(z,y) = 22 + y? — 3z + y + 4y, se pide:

a) Calcular los valores de u y v que corresponden al punto P = (zg,y0) = (1,0).

b) Hallar las tasas de variacién de la temperatura respecto a las variables v y v en el punto P.

Solucién:

a) Sustituyendo z = 1, y = 0, se obtiene el sistema de ecuaciones
e?“cos(v) = 1
e3%sen(v) = 0.

De la segunda ecuacion se obtiene que v = 0. Sustituyendo en la primera, tenemos e?* = 1 y por tanto
u = 0.

b) Teniendo en cuenta las expresiones de T'(x,y), z(u,v) e y(u,v) y aplicando la regla de la cadena,
obtenemos:

OT 9T 9z 9T dy

8u_%6u+87y@u_

or _oror 0T 0y _
v dxr dv  Ody Ov

(22 — 3+ 4y)2e** cos(v) + (2y + 1 + 4x)3¢3" sen(v)

(22 — 3+ 4y)e* (—sen(v)) + (2y + 1 + 4z)e>* cos(v).

Evaluando en z = 1, y = 0, u = v = 0, tenemos que las tasas de variacién de T respecto de u y v en

P son, respectivamente:

oT oT

S-(P)==2 . -(P)=5.

8) Un mévil se aleja de la posicién de equilibrio (0, 0,0) siguiendo una trayectoria

r(t) = (x(t),y(t), z(t)) = (1 + sen(t) — cos(t), 1 + sen(2t) — cos(2t), z(t)).

Sabiendo que en el instante t = 7/2 la altura es z(7/2) = 1, calcular la tasa de variacién de la
altura z'(7/2) para que en ese instante el mévil se aleje del origen a una velocidad de 1 m/s.
Nota: La velocidad a la que se aleja del origen se interpreta como la tasa de cambio de la funcién
d(t) = \/22(t) + y2(t) + 22(t) que mide la distancia de r(t) a (0,0,0).

Solucién:
Sabemos que d'(7/2) = 1, para la funcién d(t) = \/z2(t) + y2(t) + 22().

Usando la regla de la cadena, se tiene:
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ad od ad
dt)=—2'(t)+ —y'(t) + = 2/ (1).
()= 5,20+ 50/ () + 520
Las derivadas parciales de d son:
ad T od y ad z

0r  Jrl+2+22 | Oy J2tyrta2 | 0z JrPigPta?

En el instante ¢ = /2, la posicién del mévil es r(n/2) = (z(n/2),y(n/2),z(7/2)) = (2,2,1), de
modo que las derivadas parciales en ese punto son

od 2 ad 2 ad 1

or 3 7 9y 3 9z 3

Por otra parte,

x(t) = 1 +sen(t) — cos(t) = 2’ (t) = cos(t) + sen(t) = 2'(7/2) = 1,
y(t) = 1+ sen(2t) — cos(2t) = y/(t) = 2cos(2t) + 2sen(2t) = y'(7/2) = —2.
Finalmente:

1= d(n)2) = g ) % + %z'(ﬁ/Z) — %z’(m’/?) - g — ()2) = 5.

9) Una particula se mueve siguiendo una curva plana r(t) = (x(t), y(t)). Los campos de temperatura
y presion atmosférica en cada punto del plano vienen dados, respectivamente, por las funciones

T(z,y) =ay+e” ¥ ; pz,y)=2°+y°—In(zy?).

a) Calcular la direccién de crecimiento més répido de la temperatura a partir del punto (1, 1).

b) Probar que (1, 1) estd en la curva de nivel p(x, y) = 2 y calcular la ecuacién de la recta tangente
a dicha curva de nivel en el punto (1,1).

¢) Sabiendo que en el instante t = 1 la posicién de la particula es r(1) = (2(1),y(1)) = (1,1) y
que las tasas de variacion de la temperatura y la presion respecto al tiempo en ese instante
son T'(1) = —4 y p'(1) = 0, calcular el vector velocidad r/(1).

Solucion:

a) La direccién de crecimiento més rédpido la marca el vector gradiente. En este caso:
VT(z,y) = (y+e* ¥, z—e"¥) = VT(1,1) = (2,0).

b) Como p(1,1) = 2, el punto (1, 1) estd en la curva de nivel 2 de la funcién p(zx,y).
La ecuacién de la recta tangente a la curva de nivel viene dada por:

Vp(1,1) (i: 1) =0.

Como
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1 2
Vo) = (302~ 132 - 2) = wp(1,1) = @),

se obtiene la ecuacién
2-1)+(y—1) =0« 2zx+y=3.

¢) Tenemos que calcular el vector velocidad 7/(1) = (2'(1),y'(1)).
Aplicando la regla de la cadena a las funciones que definen la temperatura y la presion, y evaluando
ent=1, (z,y) = (1,1), tenemos:

or oT

(1) = —(1,1)2'(1 —(1,1)y'(1
()= S0+ 5Ly )
dp op
(1) = =—(1,1)2'(1 —(1,1)4/(1).
Y0 = LA+ Py
Sustituyendo las derivadas parciales y los valores T"(1) = —4, p'(1) = 0, resulta:

{233'(1) =—4 } {x’(l) =-2
—
22'(1) +¢'(1) =0 y'(1) =4

Finalmente, el vector velocidad es

(1) = (2/(1),9'(1)) = (=2,4).

10) Calcular el plano tangente en el punto (1,—1,0) a la superficie definida implicitamente por la

ecuacion

y’r — 2%y + xsen(xz) = 2.

Solucién:
Se considera la funcién auxiliar
F(z,y,z) = yix — a2’y + xsen(zz) — 2.

Usando derivacién implicita:

0z _ —0F/0x _ —(y? — 2xy + sen(w2) + z2 cos(xz)) 0z —0F/0y _ —(2zy — z?)
oxr  O0F/0z 22 cos(x2) "9y OF/0z  ax2cos(xz)
Parax =1, y = —1, z = 0, se obtiene:
%(1, -1)=-3
o — Vz(z,y) = (-3,3).
@(L _1) =

La ecuacién del plano tangente es: z — 0= —-3(x —1)+3(y+ 1) < 32z —3y+ 2z =6.
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11) Se considera la superficie z = z(x, y) definida implicitamente por la ecuacién
Jc?’4—1/24—:z:yz—|—eg“‘2 =3

en un entorno del punto (1,1,0).

a) Comprobar que el punto (1,1,0) pertenece a la superficie.

) Calcular la direccién de méximo crecimiento de z a partir del punto (1,1).

) Hallar la ecuacién del plano tangente a la superficie en el punto (1, 1,0).

) Hallar la ecuacién de la recta tangente a la curva de nivel z(x,y) = 0 en el punto (1
e) Calcular la matriz jacobiana DG(1,1) del campo vectorial G : R? — R? definido por

(2 2(z,y), 22 2(, y))-

b
¥ .
(J?,y) =

Solucién:

a) Para z =y =1, 2 = 0 se cumple la igualdad 2 + y? + xyz + e = 3. Por tanto, (1,1,0) pertenece a
la superficie.

b) Tomando la funcién auxiliar F(x,y,2) = 23 +y? + zyz + e®* —3=0 y aplicando la regla de la cadena
se tiene que

37F+87F%7 %773F/8x7739:2+yz+226“2
or 0z Or or  OF/0z Ty + 222 %5
OF OF 0z 0z oF /oy 2y +xz

JR— _— = _— — = — = — .

Oy + 0z Oy Oy OF/0z xy + 2wz e*=*
La direccién de méximo crecimiento de z a partir del punto (1,1) es la del vector gradiente de z en
(1,1), es decir,

Vz(1,1) = (22(171), 32(1,1)) = (-3,-2).

¢) La ecuacién del plano tangente a z = z(z,y) en el punto (1,1,0) es
2—0=-3(x—-1)—-2(y—1) <= 3zx+2y+z2=5.
d) La recta tangente a la curva de nivel z(x,y) = 0 es ortogonal al gradiente en el punto (1, 1), es decir,

(—3,-2) (ii) =0 < 3r+2=5.

e) Denotando G(z,y) = (G1(z,y),Ga(z,y)) = (v 2(x,y), 2z 2(z,y)), la matriz jacobiana es la matriz de
las derivadas parciales

DG(ey) Gt (z,y) Sk (a,y) ( Y 8 (zy)  2yz +y2§§(x,y)>
v,y) = = :
& (x,y) %2 (z,y) 2+ 2082 (x,y)  208i(z,y)

En particular, en el punto (z,y) = (1,1), se tiene z = 0 y la matriz es
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—3 -2
pat - (7).

12) Se considera la superficie z = z(x,y) definida implicitamente por la ecuacién
zy?23 =8.
a) Usar derivacién implicita para calcular las derivadas parciales de z respecto de x y respecto
de y.

b) Calcular la ecuacién del plano tangente a la superficie z = z(z,y) en el punto (1,1, z(1,1)).
¢) Hallar la pendiente de la recta tangente a la curva de nivel de la funcién z(z,y) en el punto

1,1).

Solucion:

a) Tomando la funcién auxiliar F(z,y, z) = 2y%2® — 8 = 0 y aplicando la regla de la cadena se tiene que

OF  OF 0z 9 0z OF 0z y?2*  —z

87—’—%6‘33: :>87I__8F/82 T 3xy22 3z

OF  OF 0z 0z oF/0y 2zy23 —2z

87y+%8y7 :>87y778F/82773xy2227 3y

b) Para x =y =1, 22 = 8 y por tanto z = 2. Sustituyendo en las expresiones calculadas en el apartado
anterior, se tiene:

Vz(1,1) = <gz(1, 1), Z—Z(l, 1)> =(-2/3,-4/3).

Por tanto, la ecuacién del plano tangente a z = z(x,y) en el punto (1,1,2) es

— 4
3_2:73(x—1)—§(y—1) — 2x+4y+3z=12.

¢) La recta tangente a la curva de nivel z(x,y) = 2 en el punto (1, 1) es ortogonal al vector Vz(1,1). Por

tanto:
(=2/3,—4/3) (P71 20 = o4y —3esy— 0t
— — = x = = —T - .
) y—1 Y Y 9 B
En consecuencia, la pendiente de la recta es m = —1/2.

13) Sabiendo que la expresién 2z+(2+2) sen(y) = ze® define implicitamente una funcién diferenciable
z = g(z,y), se pide:
a) Probar que g(0,7) = 0.
b) Calcular la derivada direccional de g en el punto (0, 7) en la direccién de u = (2, 1).

Solucion:
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a) Para x =0, y =, se tiene: 0+ 2sen(n) = ze* = ze* = 0=z = 0.

b) Consideramos la funcién auxiliar G(x,y, z) = 2z + (z + 2) sen(y) — ze*.
Derivando implicitamente la expresién G(z,y, z) = 0 se obtiene:

37G+37G%7 é@i%ifﬁG/8x72+sen(y)
or = 0z 0z or dxr  0G/0z  (z+1)ez
%+%%_ ﬁ@_%_—@G/ay_(m—i—Z)cos(y)
oy 0z 0y oy Oy  0G/0z (z+1)er
Para z =0, y = 7w, 2 = 0, se tiene:

g 9g

— =2 — = =2.

Ox T Oy

Finalmente, la derivada direccional es:

Dag(0.7) = Va(0.7) - 1o = (=) (Y2 ) = 2

14) Se considera la superficie z = z(x,y) definida implicitamente por la ecuacién
3222 — 22y? + 22° — 3yz = 15.

a) Probar que z(1,1) = 2.

b) Calcular la direccién de crecimiento mds répido de la funcién z(z,y) a partir del punto
(.’1,'0, yO) = (1a ]-)

c¢) Hallar la pendiente de la recta tangente a la curva de nivel z(x,y) = 2 en el punto (1,1).

Solucién:

a) Sustituyendo z = y = 1, se obtiene
301422 -32=15—=2>=8=— 2=2.

b) La direccién de crecimiento més rapido la marca

Vz(1,1) = (22(1, 1), 22(1,1)) .

Se considera la funcién auxiliar G(x,y, 2) = 3222 — 2%y? + 22% — 3yz — 15. Derivando implicitamente,

tenemos:
0z —0G/0x —6xz + 22y 0z  —0G/oy  22%y+3z

Oxr  0G/0z  3a2+622—3y 9y 0G/0z 322 +622 -3y
Sustituyendo en x =y = 1, z = 2, se tiene que Vz(1,1) = (—5/12,4/12).

¢) La ecuacién de la recta tangente a la curva de nivel es:

r—1 ) 4
Vz(l,l)(y1>—0<:>l2(x—l)+(y—l)—0<:>y—x—4.



25

La pendiente de la recta es 5/4.

15) En R3 se considera la curva r(z) = (z,y(z),2(z)) definida implicitamente por el sistema de
ecuaciones

22492+ 22 — gy =72
x cos(y) + ycos(z) + zcos(x) = 7.

Sabiendo que la curva pasa por el punto r(0) = (0,0, 7), calcular el vector tangente r/(0).

Solucién:
Como r(z) = (x,y(x), z(x)), el vector tangente es r’'(z) = (1,y'(x), 2'(z)), de modo que

r'(0) = (1,4(0),2(0)).
Para calcular y'(0) y 2/(0) usamos derivacién implicita. Consideramos las funciones auxiliares
F(z,y,2)=2>+y*+ 22 —ay — 72, G(x,y,2) = xcos(y) + ycos(z) + zcos(x) — .

Escribiendo y = y(z), 2 = z(x) y se tienen los diagramas de dependencias:

F G
T Yy z x Yy z
X xX xX xr

Aplicando la regla de la cadena:

oF OF , or , .
e a—yy()qtaz(x)f()
oG  0G , oG , -
Las derivadas parciales son:
OF oF oF
D7 =2z — vy, a—y =2y —uz, 5 =2z,
oG G
e cos(y) — zsen(z), FT —zsen(y) + cos(z), 5, = Y sen(z) + cos(z).
Para x =0, y =0, z = 7, se obtiene
OF OF oF oG oG oG
oz 0, Oy 0, 0z ™ o Ty " 0z ’
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con lo que el sistema es
272/(0) = 0
1-19/(0) + 2/(0) = 0.
La solucién es 3/(0) = 1, 2/(0) = 0 y por tanto

r'(0) = (1,5/(0),2(0)) = (1,1,0).



Capitulo 3
Calculo de extremos

1) Calcular y clasificar los puntos criticos del campo escalar en R? definido por

2
flz,y) = §x3 +y? — zy® + 27

Solucién: Para determinar los puntos criticos, calculamos el gradiente de f:
Vf(x,y) = (0f/0x,0f/0y) = (22 — y* + 2z, 2y — 2zy).

Por tanto,
202 —y? +2r =0
Vi(z,y) =(0,0) <
2y — 2zy = 0.
Como 2y — 22y =2y(l —xz) =0 <= y =0 o x = 1, distinguimos dos casos:

» Para y = 0, se obtiene la ecuacién 222 + 2z = 0, cuyas soluciones son z = 0y x = —1.
s Para 2 = 1, se obtiene la ecuacién 4 — y% = 0, cuyas soluciones son y =2 e y = —2.

Por tanto, se obtienen 4 puntos criticos P; = (0,0), P, = (—=1,0), P3s = (1,2) y P, = (1,-2).
Calculamos la matriz hessiana de f:

dr 42 -2
Hf(fv,y)( oy 2_396)-

Evaluando en cada uno de los puntos criticos, tenemos:

H(0,0) = <§g> Hf(-1,0) = (‘32) H(1,2) = (_Z _3) H(1,—2) = <ié)

Usando los menores principales, se obtiene que H f(0,0) es definida positiva y el resto son indefinidas
no degeneradas. Por tanto, f alcanza un minimo local en P; y puntos de silla en Py, P35 y Pj.

27
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2) Calcular los puntos criticos del campo escalar en R? definido por f(z,y) = 2® + y® — 92y. y
clasificarlos (minimos, maximos, puntos de silla).

Solucién: Para determinar los puntos criticos, calculamos el gradiente de f:

Vf(x.y) = (0F /0, 0f |Oy) = (327 — 9y, 3y? — 9a).

322 -9y =0 y=2%/3 y=12%/3
Vf(z,y)=(0,0) = = =
3y — 92 =0 y? =3z = 27x
Como z* = 27x <= x(2® — 27) = 0, se deduce que = 0 0 # = 3. Por tanto, utilizando que y = 22/3, se

obtienen los puntos criticos Py = (0,0) y P2 = (3,3).
Calculamos la matriz hessiana de f:

nren = (% 0).

Los menores principales son Ay = 62, Ay = 362y — 81.

= Para P, = (0,0), A; =0, Ay = —81. Hf(P) es indefinida y f tiene en P; un punto de silla.
= Para P, = (3,3), 41 = 18 > 0, Ay = 243 > 0. Hf(P,) es es definida positiva y f alcanza en P, un
minimo local.

Por tanto,

3) La temperatura de un gas en cada punto (z,y,2) € R? viene dada por la expresién
T(z,y,2) = x3y — 3zy + 2> — 25

a) Calcular la tasa de variacién p(z,y, z) de T en la direccién del vector u = (1,—1,1) a partir
de cada punto (z,y,2) € R? .

b) Determinar los puntos criticos de la funcién p(z,y,z) calculada en el apartado anterior y
estudiar si alguno de ellos es un maximo local o un minimo local.

Solucion:

a) La tasa de variacién de T en la direccién de u es la derivada direccional

u 1
D T(z,y,2z) =VT(x,y,z)- m = ﬁ (3x2y — 3y, 23 — 3z + 692, —3z2) -1|=

(3z%y — 3y — a° + 3z — 6y* — 32%) := p(x,y, 2).

Sl
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b) Para simplificar, consideramos la funcién
F(z,y,2) = V3p(z,y,2) = 32y — 3y — 2® + 3z — 6y — 327,

que evidentemente tiene los mismos puntos criticos que p. Buscamos los puntos que anulan el gradiente

de F:
6ry —3224+3=0

VF(z,y,2) = (0F/0z,0F/0y,0F/dz) = (0,0,0) <= { 32? -3 — 12y =0

—62=0

La tercera ecuacién proporciona z = 0. Sumando las dos primeras se obtiene:
y=0

b6ry — 12y =0<=y(6z —12) =0<= < 6

=2

» Para y = 0, la primera ecuacién da 2 = 1. Por tanto z = £1, de donde se obtienen los puntos

criticos Py = (1,0,0) y P> = (—1,0,0).

» Para z = 2, la primera ecuacién da 12y = 9 . Por tanto y = 3/4, de donde se obtiene el punto critico
Py =(2,3/4,0).

Estudiamos el caracter de los puntos criticos analizando la matriz hessiana:

Fa:x Fgcy sz 6y—6a: 6x 0
HF(z,y,2) = | Fya Fyy Fy> | = 6x —12 0
Sustituyendo en los puntos criticos:
6 6 0 A =—-6<0
HF(1,0,0) = 6—-12 0] =4 A4,=36>0 = Definida negativa.
0 0-6 Az =—-216<0
6 —6 0 A1=6>0
HF(-1,0,0)=| -6 —-12 0 | = { Ay =—108 <0 » = Indefinida.
0 0-6 A3 =648 >0
~15/2 12 0 A1 =-15/2<0
HF(2,3/4,0) = 12 =12 0| = { Ay =-54<0 = Indefinida.
0 0—6

Az =324 >0

Por tanto, p alcanza un méximo local en P; = (1,0,0), mientras que en Py y P5 tiene dos puntos de
silla.
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4) Se considera el campo escalar en R? dado por f(z,y) = y?x — ya? + zy. Calcular los puntos
criticos de f y estudiar si son méximos relativos, minimos relativos o puntos de silla.

Solucién:
Como f es diferenciable, los puntos criticos son aquellos en los que se anula el gradiente:

y=0
Y2 —2oy+y=0<=yly—2r+1) =0+
y—2x+1=0
Vi(z,y) =(0,0) = 0
xr =
2oy —2? —x=0<=22y—2+1) =0+
2 —a+1

= Para y = 0 se obtiene en la segunda ecuacién x =00 x = 1.
= Para x = 0 se obtiene en la primera ecuaciéon y =0 o0 y = —1.
= Siz#0ey#0, se obtiene el sistema

y—2x+1=0
20—x+1=0

cuya Unica solucién es z = 1/3, y = —1/3.

Por tanto, los puntos criticos son (0,0), (1,0), (0,—1) y (1/3,—1/3).
Estudiamos su caracter analizando la matriz hessiana:

Hf(m,y)<fymfy3)<2y_2m+1 2 )

Hf(0,0) = <(1)(1)> , Hf(1,0) = <_(1) _;) , Hf(0,-1) = <_i _(1)> CHf <i1’>’31> = (_?g _;g)

Las tres primeras matrices son indefinidas y la cuarta es definida positiva. Por tanto f tiene puntos de
silla en (0,0), (1,0) y (0,—1) y alcanza en (1/3,—1/3) un minimo local.

5) Probar que los puntos (7/2,7/2) y (37/2,7/2) son puntos criticos del campo escalar
f(z,y) = sen(zx) + sen(y) — cos(z + y).

Estudiar si corresponden a méaximos locales, minimos locales o puntos de silla.

Solucién:
Los puntos criticos cumplen la ecuacién V f(z,y) = (0,0). En este caso,

Vi(x,y) = (cos(z) + sen(x + y), cos(y) + sen(z + y)) .
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Como cos(7/2) = cos(37/2) = 0 y sen(w) = sen(27) = 0, se cumple que
Vfi(r/2,m/2) =V f(3n/2,7/2) = (0,0).
Para clasificarlos calculamos la matriz Hessiana:

[ —sen(z) + cos(z + y) cos(z +y)
Hf(x,y) = ( cos(z + ) —sen(y) + cos(z + y)> .

Teniendo en cuenta que sen(w/2) = 1y cos(m) = —1, se obtiene:

i/ = (1] 7).

Los menores principales son Ay = —2 y Ay = 3. Por tanto, H f(n/2,7/2) es definida negativa y f
alcanza en (7/2,7/2) un méximo local.
Por otra parte, dado que sen(w/2) = 1, cos(2m) =1 y sen(37/2) = —1, se obtiene:

Hi(3r/2,7/2) = Gé)

Los menores principales son Ay = 2y Ay = —1. Por tanto, H f(37/2,7/2) es indefinida y f tiene
en (37/2,7/2) un punto de silla.

6) Calcular la distancia minima entre las rectas r; y ro dadas en forma paramétrica por las siguientes
ecuaciones:

ri={P+zu/x eR},
r ={Q+yv/y R},
donde P = (1,1,1), Q = (—1,0,-2), u= (1, —-1,0), v = (2,0,1).

Nota: La distancia entre dos puntos de R? estd definida por la férmula

d((x1,y1,21), (%2, Y2, 22)) = V/ (22 — 21)% + (y2 — y1)? + (22 — 21)2

Solucién: Sustituyendo los valores de P,Q,u y v, se tiene:
rn={1+4+z,1—z,1)/zeR} ; ro={(-1+2y,0,—-2+y)/yeR}.

La distancia entre un punto de r; y otro de ry es

d((l +$,1 _-7;71)’(_1 +2yv07_2+y)) = \/(2+.’17— 2y)2 + (1 —.%‘)2 + (3 _y)2‘
Tomamos como funcién objetivo a minimizar el cuadrado de la distancia, es decir,
g(z,y) = 2+ —-2)* + (1 —2)"+ (3 -y)

Calculamos los puntos criticos de g:
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244 -4y =0

Vyg(z,y) = (0,0) <=
(z:9) = (0,0) {—14—496—1—103/:0

La tnica solucién del sistema es © = 3/2, y = 2.
Veamos que se trata de un minimo analizando la matriz hessiana:

Hg(x,y) = = .
9(@9) <9yx gyy) (_4 10
Los menores principales son Ay = 4 > 0, Ay = 24 > 0. Por tanto Hg(3/2,2) es definida positiva y ¢

alcanza en (3/2,2) un minimo local.
La distancia minima entre las dos rectas es

d=1/9(3/2,2) = \/(~1/2)2 + (—1/2)2 + 12 = \/3/2.

7) Determinar los puntos criticos del campo escalar F(x,y,2) = 23+ y*> +3z —3In(x +y +2) y
clasificarlos (mdximos locales, minimos locales o puntos de silla).

Solucién: Las derivadas parciales de F' son

oF 5 3 OF 9 3 oF 3
_— =3y, —=3y-— ; — =3 —.
Jr r+y+=z Jy T+y+z 0z r+y+=z

Los puntos criticos son los que anulan el gradiente de F', es decir:
O _OF_OF o, fs*=rt=]
oxr Oy 0z r+y+z=1
De este modo, se obtienen 4 puntos criticos:
r=y=1=—=z2=-1= P, =(1,1,-1);
x=1,y=-1=2=1= P, =(1,-1,1);
x=-1l,y=1=2=1= P;=(-1,1,1);
r=y=-1=—=2=3= P, =(-1,-1,3).

Para clasificar los puntos criticos, analizamos la matriz hessiana.

O*F 3 0*F 3 O*F 3

5 = 6z + 7 7 = 0y + 2 2 = 2
Ox (x+y+2) Oy (x+y+=z) 0z (x+y+=z)
0’F 0’F 0’°F 0’F 0’F 0’F 3

Ozdy  0zdz  Oydxr Oydz 020z 020y (z+y+2)2

Teniendo en cuenta que en todos los puntos criticos se cumple que x + y + z = 1, la matriz hessiana es
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6x+3 3 3
HF(P;) = 3 6y+33]|,i=1,23.4,
3 3 3

de modo que los menores principales son
Ay =6x+3 ; Ay=(6x+3)(6y+3)—9 ; A3=|HF(P;)| =108zxy.

Evaluamos los menores principales en cada uno de los puntos criticos:

= Para P = (1,1,-1), Ay =9>0, Ay =72 >0, A3 = 108 > 0 = HF(P) es definida positiva y F
alcanza en P; un minimo local.

= Para P, = (1,—-1,1), A1 =9 >0, Ay = —=36 < 0, A3 = —108 < 0 = HF(P) es indefinida y F
presenta en P, un punto de silla.

= Para P; = (-1,1,1), A1 = =3 <0, Ay = =36 < 0, A3 = —108 < 0 = HF(P;) es indefinida y F'
presenta en P3; un punto de silla.

= Para Py =(-1,-1,3), A1 = -3 <0, Ay =0, A3 = 108 > 0 = HF(P,) es indefinida y F' presenta
en P, un punto de silla.

8) Se considera el campo escalar F(z,y) = (1 —z)(1 — y)e! ~*7Y.
a) Calcular el vector gradiente de F' en cada punto (z,y) € R
b) Determinar los puntos criticos de F' y clasificarlos (méximos locales, minimos locales o puntos
de silla).
¢) Determinar el punto de la recta y = —z para el cual la tasa de variacién de F en la direccién
del vector (2,—1) es minima.

Solucién:

a) Calculando las derivadas parciales de F' y simplificando, obtenemos:

OF OF

e (z—2)(1—y)e'"7Y oy (y —2)(1 — z)et %Y,

El gradiente de F en (z,y) es VF(x,y) ==Y ((x — 2)(1 — y), (y — 2)(1 — 2)).
b) Los puntos criticos son los que anulan el gradiente de F, es decir:

or OF (x—-2)(y—1)=0<=zx=20y=1
8x_8y_0¢${(—%@—D:0¢$y:20x:L

De este modo, se obtienen sélo 2 puntos criticos: Py = (1,1) y P> = (2,2).

Para clasificar los puntos criticos, analizamos la matriz hessiana. Las derivadas parciales de orden dos

son:
82F l—z— 82F 1—z—
Gz = B D= S = (o) —a)el
O*F 0’F

- - _(9_ _ 1-z—y
0xdy  Oydx (2=2)2=ye '
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La matriz hessiana en un punto (z,y) es
HF(z,y) = ¢! =" <<3 I I e y>> .
Evaluando en los puntos criticos, se obtiene:

HF(1,1) = ! ((1) é) . HF(2,2) = e? (‘é (1)) .

» La matriz HF(1,1) es indefinida y F tiene en P; = (1,1) un punto de silla.
» La matriz HF'(2,2) es definida negativa y F' alcanza en P = (2,2) un maximo local.

¢) La tasa de variacién de F en la direccién del vector (2, —1) en un punto (x, —z) de la recta y = —x
viene dada por

D,F(z,—x)=VF(z,—x)- m o % (z=2)A+2), (-2 —-2)(1—2)) (_?) =

=7 (2(3@2—:6—2)—(3324—3:—2)):%(xg—&r—%.

El valor de = que hace minima la derivada direccional se obtiene derivando la funcién h(z) = 22 —3z—2
e igualando a cero:
h(z)=20—-3=0<=1z=3/2.

Como h"(3/2) =2 > 0, la funcién h alcanza un minimo en z = 3/2 y el punto de la recta y = —z que
buscamos es (3/2, —3/2).

9) Se considera el campo escalar f: D C R? - R
f(xay) = 9172 + 4y2 — .'L’2y2 ’

definido sobre el conjunto compacto D delimitado por la elipse 2 + 4y? = 4.

a) Calcular y clasificar los extremos relativos de f en el interior de D.

b) Calcular los posibles extremos relativos de f sobre la elipse utilizando el método de los mul-
tiplicadores de Lagrange.

¢) Calcular los extremos absolutos de f en D.

Solucion:

a) Como f es diferenciable, los puntos criticos son aquellos en los que se anula el gradiente:

187 — 22y% = 0 <= 22(9 — y?) =0

Vf(z,y) = (fz, fy) = (0,0) <= {8y—2ym2 =0 2y(4—2?) =0

La primera ecuacién proporciona las soluciones x = 0, y = +3, mientras que la segunda ecuacién se
cumple para y =0 6 z = 2.
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Por tanto, los puntos criticos son (0,0), (2,3), (-2, 3), (2, —3), (—2,—3). Es inmediato comprobar que
s6lo (0,0) estd en el interior de D.
Estudiamos su cardcter analizando la matriz hessiana:

A fox Foy ) (18 —2y% —day (180
Hf(:c,y)— (fym fyy = —dzy ] — 912 :>Hf(030)* 018 /"
Como H f(0,0) es definida positiva, f alcanza en (0,0) un minimo local.

b) La funcién objetivo es f(x,y) = 922 + 4y* — 22y>. La restriccién se puede escribir como g(x,y) =
22 4+ 4y? — 4 = 0. Asi, la ecuacién de multiplicadores es:

22(9 — y?) = A2z

Vf(x,y) = \Vg(x,y) < {2y(4 — 22) = A8y

Juntando este sistema con la restriccién x? + 4y? = 4, tenemos las siguientes opciones:

= =0, y =21, que proporciona los puntos (0,1) y (0,—1).

» y =0, z = %2, que proporciona los puntos (2,0) y (—2,0).

» 9—y?=A=1-2%/4 = 4y?> =32+ 2% = 4 — 22 = 2% = —14. No hay soluciones reales.

¢) Evaluando f en los posibles extremos obtenemos que el minimo global es f(0,0) = 0 y el méximo
global es f(2,0) = f(—2,0) = 36.

10) Se considera el campo escalar F(z,y, z) = 22 — 2zy.
a) Calcular los puntos criticos de F' y estudiar si son méximos, minimos o puntos de silla.
b) Analizar si F' alcanza en el punto P = (1,1,0) un extremo local condicionado a la restriccién
223 + 23 + 23 = 4. En caso afirmativo, indicar si es un maximo o un minimo local.

Solucion:

a) Los puntos criticos de F(z,y,z) = 22 — 2zy son los que anulan el gradiente. Como
VF(z,y,z)=(-2y,—2x,22) =(0,0,0) <=z =y =2=0,

el inico punto critico es @ = (0,0,0).
La matriz hessiana de F' es

2 0-20
] =1-2 00
p 0 02

rxr

F,
H=HF(z,y,2) = | F,
F,

<

8
L
|

<

x

Los menores principales son

=—-4<0 ; A3=|H|=-8<0,

0-2
A1:0 3 AQ‘_Q 0‘

por lo que la matriz HF(Q) es indefinida y @ es un punto de silla para F.
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b) Para que F alcance en el punto P = (1, 1,0) un extremo local condicionado a la restriccién g(z,y, z) =
223 + 2% + 23 = 4, debe cumplirse la condicién

VF(1,1,0) = AVg(1,1,0)
para algin nimero A € R. Como Vg(z,y, z) = (622, 6y2,322), se tiene:
VF(1,1,0) = A\Vg(1,1,0) <= (—2,—2,0) = A(6,6,0) <= 6\ = -2 <= A = —1/3.

Para saber si es un méximo o un minimo local, analizamos la funcién

1 1
G(x7ya Z) = F(.I’, Y, Z) - Ag(xazﬁ Z) = F(LE, Y, Z) =+ gg(xvya Z) = Z2 - 2£Cy =+ §(2x3 + 2y3 + ZS)'
Ya sabemos que VG(1,1,0) = 0. Calculamos la matriz hessiana HG(1,1,0). Como VG(z,y,z) =

VF(JU,Z% Z) + %vg(l‘aya Z) = (_2y + 23:2’ -2z + 2y25 2z+ ZZ):

4r —2 0 4-20
HG(z,y,z) = | —2 4y 0 = HG(1,1,0) = | —2 40
00 (2422) 0 02

Los menores principales son

A1=4>0 ; AQ—‘ 4-2

L 4’_12>0 ;. As=|HG(1,1,0)| =24 > 0.

Como todos los menores principales son positivos, la matriz HG(P) es definida positiva y por tanto
F alcanza en P un minimo local sujeto a la restriccién g(z,y, z) = 4.

11) Se considera el campo escalar F(z,y, z) = y + 2z definido sobre la elipse C' interseccién del plano
2z + z = 4 con el cilindro z2 + y2 = 17.
a) Justificar que F' alcanza el méximo y el minimo globales en C.
b) Utilizar el método de multiplicadores de Lagrange para calcular los extremos globales de F' en

C.

Solucién:

a) La elipse C es un subconjunto compacto de R® y F es una funcién continua, por lo que la existencia
del maximo y el minimo globales de F' en C' esta garantizada.

b) Tenemos que encontrar los extremos de la funcién F(x,y, z) = y + 2z sujetos a las restricciones
g(z,y,2)=204+2-4=0 ; gz,y,2) =2 +y* - 17=0.

Utilizando el método de multiplicadores de Lagrange, en los puntos de extremo deben existir A\, u € R
tales que VF(z,y,z) = AVgi(x,y,z) + uVga2(z,y, z). Por tanto:
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VF(z,y,2) = A\Vgi(z,y,2) + uVga(r,y,2) <= (0,1,2) = (2,0, 1) + pu(27,2y,0) <=

220+ 2ux =0 A=2
— < 2uy =1 < 2uy=1
A=2 2ur = —4

De las 2 iltimas ecuaciones se deduce que x = —4y.
Sustituyendo en la ecuacién z2 + y? = 17, tenemos y? = 1 y por tanto y = 1.
Finalmente, utilizando la restriccién z = 4 — 2x, obtenemos:

y=1=zc=-4,2=12 ; y=-1=—=azx=4,2=-4.

Por tanto, los puntos de extremo son P; = (—4,1,12) y P, = (4, -1, —4).
Como F(Py) = 25, F(Py) = —9, el campo F' alcanza su méximo global en C en el punto P; y su
minimo global en el punto P;.

12) Se considera el campo escalar f(z,y,2,t) = (z + 2)(y + t) definido sobre el conjunto
D= {(x,y,z,t) GR4/J,‘2 ~|—y2_|_z2+t2 _ 1}

a) Justificar que f alcanza los valores maximo y minimo globales sobre el conjunto D.
b) Usar el método de los multiplicadores de Lagrange para calcular los valores maximo y minimo
de f en D y los puntos donde se alcanzan.

Solucién:
a) Como el conjunto D es compacto y f es continua, se alcanzan los valores maximo y minimo globales
de fen D.
b) La funcién objetivo es f(z,y, z,t) = (x + z)(y + t) y la restriccién se puede escribir como
glz,y, 2,t) =2> + > + 22+t —1=0.
La ecuacién de de multiplicadores de Lagrange es:

y+t=2 r =2z

Vi(x,y,z) = AVg(x,y,2) <= (y+t,x + 2,y + t,z + z) = A2z, 2y, 22,2t) — {x+z—2/\y—2)\t
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Distinguimos dos casos:

Caso 1: A =0.
En este caso, y +t =z + z =0 y por tanto f(z,y,2,t) = (x+ 2)(y +t) =0.

Caso 2: A # 0.
En este caso x = z, y = t, y por tanto

+t=2y=2X\z = Az
Y Y = 4 :>g:)\=£=>y2::r2=>y::tx.
T+z=2x=2\y T =y T i

Por tanto, hay dos posibilidades:
MNHy=x=z=t.
Juntando esta condicién con la restriccién 22 + y% + 22 +t? = 1 se obtiene

42 =1 = o= —.

Esto proporciona los puntos P; = (%7 %, %, %) y Py = (_1 A, _1)

2020202 )

(MMy=t=—-=x,z==x.
Como antes, de la restriccién z? + y? + 22 + t2 = 1 se obtiene

Esto proporciona los puntos Py = (3,54, 5 y Py = (5,4, 52, 4).

Finalmente, como f(Py) = f(P2) =1, f(P3) = f(Py) = —1, el méximo global es 1 y el minimo global
es —1.

13) Se considera el campo escalar G(z,y,z) = 2% — 2y? + 1 definido sobre la esfera de ecuacién
22+ + 22 =1.
a) Justificar que G alcanza los valores maximo y minimo globales sobre la esfera.
b) Utilizar el método de los multiplicadores de Lagrange para calcular dichos valores maximo y
minimo y los puntos donde se alcanzan.

Solucién:

a) La funcién G(zr,y,z) = 22 — 2y% + 1 es continua y la esfera es un conjunto compacto, lo que garantiza
que se alcanzan el maximo y el minimo globales.

b) Para aplicar el método de los multiplicadores de Lagrange, tomamos como funcién objetivo G(z,y, 2) =

22 — 2y? + 1 y como restriccion H(z,y,z) = 22> +y?> + 22 —1=0.

En los puntos donde se alcanzan los extremos deben existir valores A € R tales que VG(z,y,z) =
AVH(z,y,z), es decir:
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2x = 2)\x
VG(z,y,2z) = A\VH(z,y,2) < (22, —4y,0) = \(2z,2y,22) <= ¢ —4dy =2\y
0=2\z

Distinguimos dos casos:

Caso 1: A = 0. De las dos primeras ecuaciones se obtiene que x = y = 0. Utilizando la restriccién, se
deduce que 22 = 1, y por tanto z = £1. Por tanto, obtenemos los posibles extremos Q; = (0,0, 1),
Q2 = (0,0,-1).

Caso 2: A # 0. En este caso se deduce de la tercera ecuacién que z = 0 y de las dos primeras que x = 0
oy=0.(Siz#0ey+#0 entonces 1 = A = —2, lo que no es posible.)
Por tanto, hay dos posibilidades:

» Siz =2z =0, la restriccién proporciona y = +1. De aqui obtenemos los puntos Q3 = (0,1,0) y
Q4= (0,-1,0).

s Siy =z =0, la restriccién proporciona x = £1, lo que proporciona los posibles extremos Q5 =
(1,0,0) y Q¢ = (—1,0,0).

Evaluamos G en los posibles extremos:
G(@1)=G(@2)=1 ; G(Q3)=G(Qs)=-1 ; G(Q5)=G(Qs) =2.

El méximo global del campo G sobre la esfera es 2 y se alcanza en los puntos @5 = (1,0,0) y
Qs = (—1,0,0). El minimo global es -1 y se alcanza en los puntos Q3 = (0,1,0) y Q4 = (0, —1,0).

14) Utilizar el método de multiplicadores de Lagrange para calcular el valor méximo del producto
de dos niimeros reales z e y tales que z3 + > = 16. Se debe justificar que el resultado obtenido
corresponde a un maximo.

Solucién:

La funcién objetivo es f(x,y) = zy y la restriccién se puede escribir como

glz,y) = 2> +y* —16 = 0.

La ecuacién de de multiplicadores de Lagrange es:

y = 3\x?

Vi(z,y) = AVg(z,y) < (y,2) = A(32%,3y%) < { oo
= 3\y

Six =0 o0y =0 se obtiene el punto (z,y) = (0,0), que claramente no cumple la restriccién. Por

tanto, podemos suponer que x # 0 e y # 0. Despejando en las dos ecuaciones anteriores, tenemos:

T
%:3)\:7:>y3:z3:>y:9:.
z Y

Juntando esta condicién con la restriccién 2® + 3% = 16 se obtiene

22 =16= 2> =8 =z = 2.
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El tinico punto que cumple la ecuacién de multiplicadores es P = (2,2). Para este punto,

x 1 1

Para probar que corresponde a un maximo, consideramos la funcién auxiliar

F(z,y) = f(z,y) — Mg(z,y) = 2y — % (2 +4° —16).

El punto P = (2,2) es un punto critico de F'. Calculamos la matriz hessiana HF(P):
2 2

VF(z,y) = <y— %,x— y2> — HF(z,y) = <_f _;) — HF(2,2) = <_f _;) .

Los menores principales son Ay = —2 < 0, Ay = 3 > 0. Por tanto, HF(P) es definida negativa y el punto

P = (2,2) corresponde a un méximo de f restringido a la condicién z3 + y3 = 16.
Finalmente, el valor méximo del producto es f(2,2) = 4.

15) Utilizar el método de multiplicadores de Lagrange para calcular los valores maximo y minimo

que puede alcanzar la funcién f(z,y,2) = x + z en la elipse interseccién del plano z +y+ 2z =0
con el elipsoide 222 + 332 + 22 = 33.

Solucion:

La elipse es un subconjunto compacto de R? y f es una funcién continua, por lo que la existencia
del maximo y el minimo globales de f sobre la elipse estd garantizada.

La funcién objetivo es f(x,y, z) = x + z y las restricciones se pueden escribir como
gy 2)=z+y+2=0 ; goa,y,2)=22"+3y>+2°-33=0.
Utilizando el método de multiplicadores de Lagrange, en los puntos de extremo deben existir A, u € R

tales que V f(z,y,2) = AVagi(z,y, z) + uVga(z,y, z). Por tanto:

Vf(x,y,z) = )‘v.gl(m7yaz) + /u’v.g2(x7y7z) — (1707 1) = )‘(17 ]-7 1) + M(4$76y722) —

At+dpxr =1
= {A+6uy=0
A+2uz=1

De las ecuaciones 1 y 3 se deduce que 4uz = 2uz y por tanto u =0 o z = 2x.
Si ;1w = 0 entonces de las dos primeras ecuaciones se obtiene la contradiccién 1 = A = 0.

Sustituyendo z = 2z en la ecuacién z + y + z = 0, se obtiene y = —3z.
Finalmente, utilizando la restriccién 222 + 3y? + 22 = 33, obtenemos:

222 + 3y% + 2% = 222 + 272% + 42® = 33 = 3322 = 33 — 1 = +1.
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Para x = 1 se obtiene que y = —3, z = 2; para * = —1 se obtiene que y = 3, 2 = —2. Por tanto, los
puntos donde se alcanzan los extremos son P, = (1,-3,2) y P, = (—1,3,-2).

Como f(P;) = f(1,-3,2) =3y f(P2) = f(—1,3,-2) = —3, la funcién f alcanza su maximo global
en la elipse en el punto P; y su minimo global en el punto Ps.

16) Se considera el campo escalar F(z,y,z) = In(z) + In(y) + 91n(z) definido sobre el octante de la
esfera z2 + y? + 22 = 11 correspondiente a z > 0, y > 0, z > 0.
Utilizar el método de multiplicadores de Lagrange para probar que F tiene un unico extremo
local y estudiar si se trata de un maximo o un minimo.

Solucién: La funcién objetivo es F(z,y,z) = In(z) + In(y) + 9In(z) y la restriccién se puede escribir

como
g(z,y,2) =22+ 9>+ 22 —11=0.

La ecuacién de de multiplicadores de Lagrange es:

1
— =2z

T

119 1
VF(z,y,z) = AVg(x,y,z) < eyt = \(2z,2y,22) < " =2y
9:22)\

z

Despejando 1/) en las tres ecuaciones se obtiene que 222 = 2y% = 222/9. Como z > 0, y > 0, z > 0, se
deduce que z =y = z/3.
Juntando esta condicién con la restriccién 22 + 3% + 22 = 11 se obtiene
22 22 1122

$2+y2+z2=§+§+z2=11:>

=11 = z=23.

El tinico punto que cumple la ecuacién de multiplicadores es @ = (1,1, 3). Para este punto, el valor de A

es
1 1

222 27
Para estudiar si se trata de un méaximo o un minimo, consideramos la funcién auxiliar

1

G(xayVZ) = F(I,y,Z) - /\g('rayaz) = F(l‘,y,Z) - 59(1',%2’)
Usando que el gradiente de G es
1 1 9
VG(I,y,Z) = (JC, - Y, - - >7
T Y z
se obtiene la matriz hessiana:

—1—1/2? 0 0 -2 0 0
HG(z,y,z) = 0 —1—1/y? 0 = HG(1,1,3) = 0-2 0
0 0 —-1-9/22 0 0-2
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Como HG(1,1,3) es definida negativa, el punto Q = (1,1, 3) corresponde a un méximo local de F' en la
region considerada.

17) Se considera el campo escalar F(x,y, z) = 22 — y? + 222 + 4x2 definido sobre la regién compacta
D= {(z,y,2) eR3/a? +y> + 222 < 1}.
Calcular el maximo y el minimo globales de F' sobre D y los puntos donde se alcanzan (utilizar
el método de multiplicadores de Lagrange para calcular los posibles extremos en la frontera de
D).

Solucién:
En primer lugar calculamos los puntos criticos de F' en el interior de D.

VF(z,y,z) = (2x 4+ 4z, —2y,4z + 42) = (0,0,0) <=z =y =2 = 0.
El tnico punto critico de F en el interior de D es P, = (0,0,0).

A continuacién utilizamos el método de multiplicadores de Lagrange para calcular los posibles ex-
tremos en la frontera de D.

La funcién objetivo es F(x,y,2) y la restriccién es G(z,y,2) = 2% +y? + 222 — 1 = 0.

La ecuacién de multiplicadores VF (z,y, z) = AVG(z,y, z) proporciona el sistema

2 + 4z = 2\
—2y =2\y
dx + 4z = 4)z.

De la segunda ecuacién se deduce que 2y(A+ 1) = 0 y por tanto A= —1 0 y = 0.

Caso 1: Si A = —1 entonces las ecuaciones 1 y 3 se transforman en

{2x+4z:—2m} {4x—|—4z=0

4o +4z = —4z 4CC—|—8Z=O}<:>$:Z:0.

Usando la restriccién se deduce que y? = 1y por tanto y = +1. Esto proporciona los puntos P, = (0, 1,0)
y P3 = (Oa_LO)'

Caso 2: Supongamos que y = 0. Multiplicando la primera ecuacién por 2z y la segunda por z, tenemos:
4oz + 82% = ddwz = 4a® + 4oz = 2% = 222

Sustituyendo y = 0, 22 = 222 en la ecuacién z2 + y% + 222 = 1, se obtiene 422 = 1 y por tanto
2z ==+1/2, x = +1//2. Se obtienen de aqui los puntos

1 1 1 —1 -1 1 -1 —1
P: 77077 7P: 77077 7P: 77077 aP: 77077 .
’ (ﬁ 2) ’ (ﬁ 2) ’ (ﬁ 2) ' (\/i 2)

Evaluamos F' en cada uno de los puntos obtenidos:
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F(0,0,0) =0
F(0,1,0) = F(0,—1,0) = —1

F(\}E,O,;):F(\_/;,O,_;>=1+\@

F(\_/;707;)=F(\}§,0,_21>=1—\/§.

El minimo global de F es —1 y se alcanza en P, y Ps, mientras que su méaximo global es 1 + /2 y
se alcanza en Py y Ps.

18) Se considera el campo escalar f(x,y) = 22 + y* — y? + 2xy.
a) Calcular los puntos criticos de f y clasificarlos (méximos locales, minimos locales, puntos de
silla).
b) Comprobar que el punto (1,1) cumple la ecuacién de multiplicadores de Lagrange para la
funcién objetivo f sujeta a la restricciéon z*+y* = 2 y calcular el multiplicador correspondiente.
Estudiar si (1, 1) es un méaximo local o un minimo local de f sujeto a la restriccién z%+y* = 2.

Solucién:

a) Calculamos los puntos donde se anula el gradiente de f:

=z
Vf(z,y) = (0,0) <= (22 + 2y,4y> — 2y + 2z) = (0,0) <= =
43 — 4y =0
y=-x
<~
dy(y* - 1) =0.
Las soluciones de 4y(y>—1) = 0son 0, 1 y —1. Como = —y, se obtienen los puntos criticos P; = (0, 0),

Py = (17_1) yP3 = (_171)
La matriz hessiana de f es

1@ = (5 19 _s)-

Sustituyendo en los puntos criticos:

Hf(o,O)(§_§> ; Hf(Ll)Hf(l,l)(gfo)-

Hf(0,0) es indefinida y por tanto P; = (0,0) es un punto de silla. Hf(1,—1) = Hf(—1,1) es definida
positiva y por tanto f alcanza en P, y P3 sendos minimos locales.

b) La funcién objetivo es f y la restriccién se puede escribir como
h(z,y) =z* +y* —2=0.

La ecuacién de de multiplicadores de Lagrange es:
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2x + 2y = 4)\a®

Vf(z,y) = A\Vh(z,y) < (22 + 2y, 4y° — 2y + 22) = \(423,4¢°%) =
f(z,y) (z,y) (22 + 2y, 4y Y+ 2z) = A(42®, 4y°) AP — 2+ 20 = AP

Para (z,y) = (1,1), se obtiene 4 = 4\ en las dos ecuaciones y por tanto la ecuacién de multiplicadores
se cumple para A = 1.
Para estudiar si se trata de un maximo o un minimo, consideramos la funcién auxiliar

F(z,y) = f(z,y) = M(z,y) = 2 +y* =y + 220y — (¢* +y* = 2) =2 —¢® + 220y — 2" + 2.
El gradiente de F es VF(x,y) = (2x + 2y — 423, —2y + 2z) y la correspondiente matriz hessiana es

2—-1222 2 —-10 2
HF(x,y):( 9 _2>:>HF(1,1):< 2_2>.

Como HF(1,1) es definida negativa, el punto (1,1) corresponde a un maximo local de f sujeto a la
restriccién z? + y* = 2.



