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Introduccion

Se recogen aqui las notas correspondientes a los temas de cédlculo en una variable real
que formaban parte de la asignatura “pre-Bolonia” de Célculo I de Ingenieria de Minas y que
complementan de algin modo los apuntes de Célculo I de los actuales grados de Ingenieria de
la Energia e Ingenieria de los Recursos Mineros y Energéticos.






Capitulo 1

Calculo integral

1.1. Introduccidn.

Los conceptos méas importantes de este capitulo son los de primitiva e integral, intimamen-
te relacionados gracias al teorema fundamental del cdlculo. Aunque clasicamente estd ligado
al calculo de areas, la mayor importancia del calculo integral viene dada precisamente por su
relacién con el calculo de primitivas, el proceso inverso a la derivacién. En este tema se in-
troduce el concepto de integral definida para funciones continuas a trozos sin mencionar las
sumas de Riemann. Un tratamiento riguroso se puede encontrar en cualquiera de los libros de
la bibliografia.

1.2. Primitiva de una funcién.

El cédlculo de primitivas es el proceso inverso al cdlculo de derivadas, aunque resulta técni-
camente mucho mas complicado.

Sea f: I — R una funcién definida en un intervalo real I. Se dice que la funcién F': I — R
es una primitiva de f en I si F es derivable en I y F'(z) = f(z), Vz € I.

Propiedad. Sea f : I — R una funcién definida en un intervalo real I. Si F' y G son dos
primitivas de f entonces existe una constante real C' tal que F(x) — G(x) = C. En particular,
si conocemos una primitiva de f entonces cualquier otra primitiva se obtiene de ella sumandole
una constante.

Si F(x) es una primitiva de f, se suele decir también que F' es una integral de f y se denota

por /f(a:) dzx.

Integrales inmediatas. Las primitivas de algunas funciones son muy sencillas teniendo en
cuenta las derivadas de las funciones mas usuales. Por ejemplo,

n+1
-/x"d:c:x )
n+1

u /ewdac = e”.
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— — — —

%d:l? = In(|z]).
sen(x)dx = — cos(x).

cos(z)dx = sen(x).

1 2 = T
el /(Htg (2))dx = tg(z).

cos?

1
. /1—1—:ch$ = arctg(x).

En la mayoria de las ocasiones resulta muy complicado reconocer a simple vista una primi-
tiva. Las siguientes propiedades son de utilidad:

1. Integral de una suma.
Sean v y v dos funciones. Entonces

/ (u(z) + v(z))dz = / w(z)dz + / o(z)dz.

2. Férmula de integraciéon por partes.
Sean u y v dos funciones derivables. Entonces

Esta férmula es una consecuencia de la férmula de la derivada de un producto. Si denotamos
u=u(x), du = u'(z)dz, la férmula se suele escribir en forma mds breve como

/udv:uv—/vdu.

Ejemplo. Calcular /xe$d:v.

Tomando u = x, dv = e*dzx, se tiene du = dz, v = /exda: = ¢”. Por tanto,

/xewdx:/udv:uv—/vdu:xez—/emdx:xez—ex: (x —1)e”.

3. Cambio de variable. Si F' es una primitiva de f entonces G(x) = F(u(x)) es una primitiva
de g(x) = f(u(x))u'(x). Esta propiedad se deduce de la regla de la cadena y suele escribir del
siguiente modo:

[ fu@n @ = [ fudn = Fu).




1.3. La integral definida.

Casos particulares:

un+1<$)

. /u"(fv)u’(fv)d;r: )

. /e“(x)u'(:v)dx = U@,

U/<m) = Im(|ul\xr
[ s = w(uta)).

En general, la aplicacién de este método no resulta tan directa.

Ejemplo. Calcular / 280(2%
Tomando u = u(z) = cosx, se tiene du = v/ (x)dx = — sen(x)dz. Asi,

/ sen(x) d / —1d -1 /1 i -1 -1 1 1
—_—ar = —au = — - = = =
2 cos3(x) 2u3 2 ) u? 2 2u?  4u?  4cos?(x)

1.3. La integral definida.

Consideremos una funcién continua f : [a,b] — R de tal forma que f(z) >0, Vx € [a,b]. Se
define formalmente la integral definida de f en [a, b] como la medida del drea encerrada entre la

b
grafica de f, el eje de abscisas y = 0 y las rectas verticales x = a, x = b. Se denota por / f(x)de.
a

Por ejemplo, si f : [0,3] — R estd definida por f(x) =2, Vz € [0, 3], entonces la integral de

3
f en [0,3] es el drea de un rectdngulo de base 3 y altura 2. Por tanto, / f(z)dr =2-3 =6.
0

0 3

Figura 1.1: Integral de la funcién f(z) =2 en [0, 3].

A continuaciéon definimos la integral definida en el caso general en que f toma valores
positivos y negativos en [a, b]. En primer lugar se definen la parte positiva f* y la parte negativa
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[~ de f:

fra) =

R S CIE PR
0 si fla)<o a 0 si f(z)>0

Estas dos funciones toman valores mayores o iguales que cero y se verifica que f(z) =
fH(z)— f(z), YV € [a,b]. Se define

/abf(x)d:n - /ab £ (2)dn — /abf_(x)dx.

Por tanto, la integral de f en [a, b] representa la diferencia entre el area que encierra la parte
de la gréafica de f situada por encima del eje x y la que encierra la parte situada por debajo de

2
éste. Por ejemplo, / x — 1dz = 0, ya que los dos tridngulos de la figura 1.2 tienen la misma
0

area.

Figura 1.2: Integral de la funcién f(z) =2 — 1 en [0, 2].

Propiedades. De esta definiciéon se deducen facilmente las siguientes propiedades:

1. Linealidad:
b b b
/ (AF(@) + pg(a))dz = A / f(z)de + p / g(@)dz, YA € R.

2. Monotonia:

b b
f(z) <g(x),Vx € [a, b :>/ f(x)dx < / g(z)dx.

/abf(:):)dac

4. Aditividad: Si a < ¢ < b entonces

/a " Fa)d = / " (@)da + / ’ fa)de.

3. Integral y valor absoluto:

< / | f@)lde
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1.4. El teorema fundamental del calculo.

El resultado principal de esta seccion establece la relacién entre la integral definida y el
célculo de primitivas. Empezamos con un resultado previo.

Teorema 1.1 (Teorema de la media integral) Sea f : [a,b] — R una funcion continua.
Entonces existe un punto & € [a,b] tal que

[ srte = se0- 0
Demostracion. Sean
m =min{f(z) /z € [a,b]} ; M =méx{f(z)/x € [a,b]}.
Teniendo en cuenta que m < f(z) < M, Vz € [a,b], y usando la propiedad de monotonia, se

tiene:

b b
m(ba)g/ f(x)deM(ba)zmgbia/ f(z)dz < M.

Recordemos que el teorema de los valores intermedios garantiza que la funcién continua f toma
todos los valores entre m y M. Por tanto, existe £ € [a, b] tal que

b
1€ =5 [ s

El resultado se obtiene multiplicando por (b — a) la igualdad anterior. O

Sea f : [a,b] — R una funcién continua. Se llama integral indefinida de f en [a,b] a la
funcién F': [a,b] — R definida por

F(z)= /QD ft)ydt,Vz € [a,b)].

Teorema 1.2 (Teorema fundamental del cdlculo) Si F' es la integral indefinida de f en
[a,b] entonces F'(z) = f(x),Vx € [a,b], es decir, F es una primitiva de f en [a,b].

Demostracién. Sea x € [a,b). Veamos que F'(z") = f(z). En efecto:

, F(zx+h)—F(x) o1 [Eth
oAy _ -
Fa®) = hhj)l+ h B hlgg+ h/m J(ydt.

Por el teorema de la media integral:

1 z+h _— )
w0 = 5@, g € oo+l — Pat) = lim [(6) = f(o).

Del mismo modo se prueba que F'(z7) = f(z), Va € (a,b). 0
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Corolario 1.1 (Regla de Barrow) Si G es una primitiva de f en [a,b] entonces

b
/ F@)dz = G(b) — Gla).

Demostracién. Como la integral indefinida es una primitiva de f, existe una constante real C

tal que G(z) = / f(t)dt + C. Por tanto,

Gb) — Gla) = (/abf(x)dx + c) - (/aaf(:r)dx + c> - /abf(:c)d:v.

O
La regla de Barrow es una herramienta eficaz para el calculo de areas.
Ejemplo. Hallar el 4rea encerrada entre la grafica de la pardbola y = 22 y el eje = entre z = —1
y x = 1. Como F(z) = 23/3 es una primitiva de f(z) = 22, se tiene:
A /1 2de = F(1) — F(—1) L L2
rea = xodr = —F(-1)==-4-=-
1 3 3 3

1.5. Integrales impropias.

Hasta el momento hemos considerado integrales de funciones continuas definidas en un
intervalo [a, b]. En algunos caso, el concepto de integral se puede extender a funciones definidas

en intervalos no acotados. b

Sea f : [a,00) — R una funcién continua y acotada. Entonces podemos definir f(x)dx

a
para cada nimero real b > a. Diremos que f es integrable en [a, c0) si existe el limite cuando b
tiende a infinito de esas integrales. Este limite se llama integral impropia de f en [a,00) v se
denota por:

/aoo fla)de = lim /ab Fa)da.

Si el limite es un numero real, diremos que la integral impropia es convergente. Si es infinito,
diremos que la integral impropia es divergente.

o
Ejemplo. La integral impropia / —adfc es convergente si a > 1 y divergente si o < 1.
1 i

En efecto, si a > 1 entonces

0 b b
1 1 1 1 1
/ —dx = lim —dr = lim | ———— = lim -1 = .
1oa” b—oo J1 X b—oo \ (1 —a)za=l], 1 —a boo \ b1 a—1
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oo
Si a < 1 el mismo argumento prueba que / —ad:r = 00, ya que
1 X

lim (bal_l - 1) = Ifm (b'"* —1) = ococ.

b—o0 b—o0

Finalmente, si & = 1 entonces

/100 lda: = lim b ldx = lim <ln(x)]l{) = hm (In(b) — In(1)) = oo.

T b—oco J1 @ b—o0 b—oo

El concepto de integral impropia se define de forma andloga para funciones continuas defi-
nidas en un intervalo (—oo, b]:

b b
/ f(x)dx = lim f(x)dx

a——00 a

Si f: R — R es continua entonces también se puede definir la integral impropia de f en R

si existen /_0 f(x)dx y /000 f(x)dz.

Si ambas son convergentes entonces diremos que la integral impropia de f en R es conver-

gente. Ademés:
—00 0 e’}
do = d d
| taan= [ s x+/0 f(@)de

Ejemplo.

_Oold—o L 4 R tg (2)]) + I tg (2)]°) =
o 1422 T = 1t T + 11 x—aiglw(arcgx}a>—|—bggo(arch]o)_

= lim arctg (b) — lim arctg(a) = 4z

_ — =17
b—o00 a—r—00 2 2

Resultados de comparacién.

Muchas veces resulta dificil calcular la primitiva de una funcién para determinar si la corres-
pondiente integral impropia es convergente. En algunos casos es posible resolver este problema
utilizando resultados de comparacion.

Criterio 1. Sean f : [a,00) = R, g : [a,00) — R dos funciones continuas y positivas. Entonces:

oo
1. Sif(z) < g(x), YV € [a,00 y/ g(x)dx converge entonces/ f(z)dz también converge.

2. Si f(z) > g(z), YV € [a,00 y/ g(z)dx diverge entonces/ f(x)dx también diverge.
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o
Ejemplo. La integral impropia / e dr es convergente ya que e’ <e* Vre[l,oo)yla
1

integral impropia de e™® en (1,00) es convergente:

00 b
1
/ e %dr = lim e ¥dx = lim (—efx]lﬁ = lim (eil — efb> = -
1

b—oo J1 b—oo b—oo

x 2?2

A diferencia de lo que ocurre con la funcién e™%*, encontrar una primitiva de e™* es una tarea

muy complicada.

Criterio 2. Sean f : [a,00) — R, g : [a,00) — R dos funciones continuas y positivas tales que

existe lim M = [. Entonces:
T—00 g(x)

[e.e] oo
1. Sil e (0,00) entonces / f(z)dz converge <= / g(x)dx converge.
a a
o0 o0
2. Sil=0y / g(z)dz converge entonces / f(x)dx también converge.
a a

3. Sil=oc0y / g(z)dz diverge entonces / f(x)dx también diverge.

00 173 00
Ejemplo. La integral impropia / mdm es convergente ya que / —dx converge y
1 x 1 T

) 3 1 6 9 3 6
11,m( + %) /( +m):h’m zt 42’
T—00 1/1‘3 T—00 1—|—;1;‘6

Convergencia absoluta.
Sea f : [a,00) — R una funcién continua. Si f no es positiva, los criterios anteriores no se
pueden aplicar directamente. Sin embargo, si que se pueden aplicar a la funcién | f(z)|. Teniendo

/a b f(x)dz

o
también lo es / f(x)dx y ademés
a

/aoo f(x)dx

b 0o
en cuenta que < / | f(x)|dx, se deduce que si / | f(x)|dx es convergente entonces
a a

< / @)l

Por ejemplo, como

1 * sen(x
y / —dz converge, se deduce que / g )dx es convergente y ademaés
X 1 X

/ sengx)dx’ S/
1 € 1

sen(x)

* 1
d:ng/ —2dm:1.
1 X

X
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oo
Observacion. Se dice que la integral impropia / f(x)dx es absolutamente convergente si
a

o0
/ |f(z)|dz es convergente.
a

Integrales impropias de segunda especie.

b
Sea f : (a,b] — R una funcién continua y no acotada. Supongamos que existe h’er f(z)dz.
c—=at Je
b
Si el limite es finito, diremos que la integral impropia de segunda especie f(z)dz es conver-

a
gente. Si el limite es infinito, se dice que la integral impropia es divergente.

Del modo anélogo se define la integral impropia de f en [a,b) si f : [a,b) — R es una funcién
C

continua no acotada y existe lim f(z)dx.
c—=b~ Ja

Ejemplos.

1. Sea f : (0,1] — R definida por f(x) = 1/x. Claramente f no estd acotada ya que
lim (1/z) = oc.

z—0t

' h1
/ —dzr = lim —dzr = lim (In(1) —In(c)) = oc.
0

x c—0t J. T c—07t

1
Por tanto, la integral impropia / (1/z)dx es divergente.
0

2. Sea f : (0,1] — R definida por f(z) = In(z). Como antes, f no estd acotada ya que

lim In(z) = —o0.
z—0t

1 1
/ In(z)dr = lim In(z)dr = lim (J:(ln(x) - 1)E> =—1— lim ¢(In(c) — 1) = —1.
0

c—0t J. c—0t c—0+

1
Por tanto, la integral impropia / In(z)dz es convergente.
0

En los célculos de este ejemplo se ha utilizado el método de integracién por partes para
calcular una primitiva de In(z) y la regla de L’Hopital para determinar el limite de la
expresién c(In(c) — 1) cuando ¢ tiende a cero por la derecha.
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Capitulo 2

Sucesiones

2.1. Introduccion.

Hasta el momento hemos visto los temas del andlisis en una variable més importantes en
la comprension de fenémenos continuos, como las leyes del movimiento o la ley de enfriamiento.
Existen otros procesos en los que las magnitudes involucradas se miden sélo cada cierto tiempo.
Se llaman procesos discretos y aparecen en campos muy variados como la economia o la biologia,
pero ademds son muy importantes para aproximar fenémenos continuos dificiles de analizar
directamente. El concepto mas importante en el estudio de fenémenos discretos es el de sucesion.
En este tema se introducen algunas propiedades y criterios de convergencia.

2.2. Sucesiones convergentes y divergentes.

Una aplicaciéon  : N — R que asigna a cada nimero natural n un nimero real z(n)
proporciona una sucesion de nimeros reales z(0), z(1), z(2),....

En general denotaremos z,, = z(n) para cada nimero natural n e identificaremos la sucesién
con el conjunto {z, /n € N} = {z9,x1,x2,...}. La denotaremos por {x,},en 0 simplemente

En muchas ocasiones la sucesién {x,} estd definida por un término general. Por ejemplo,
xn =1/(n+ 1) es el término general de la sucesién {1,1/2,1/3,1/4,...}.

En otros casos, la sucesion esta definida por recurrencia y no es sencillo determinar el
término general. Por ejemplo, consideremos la célebre sucesion de Fibonacci construida a partir
de x9p = 1, 1 = 1 por la recurrencia x,, = x,_1 + T,,_2 para todo n > 2. Los primeros términos
sonzxg=1l,z1=1, 9 =1 +20=2,3=2To0+21 =3, T4 =T3+T2 =25, ...

Limites.
Diremos que una sucesién {z,} tiene limite x € R o que converge a z si los términos de la
sucesion se aproximan a x cuando n tiende a infinito. Se denota lim x, = x. Formalmente,
n—oo

lim 2, =2 <= [Ve>0,INeN/n>N = |z, —z| <e]

n—oo
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Si una sucesién tiene limite z € R diremos que es convergente. Se deduce facilmente de la
definicién que si una sucesion de nimeros reales es convergente entonces su limite es Unico.

Diremos que una sucesién {z, } tiene limite infinito si para todo nimero real M > 0 todos
los términos de la sucesién salvo una cantidad finita son mayores que M. Formalmente,

lim 2, =c0<= VM >0,INeN/n>N =z, > M|]

n—o0

Andlogamente,

lim z, = —c0 <= VM >0,INeN/n>N =z, < —M]

n—oo

Las sucesiones con limite +o0 se llaman sucesiones divergentes.

Diremos que una sucesién estd acotada si existen dos niimeros reales a,b tales que a <
Tn < b,Vn € N. Es facil probar que todas las sucesiones convergentes estan acotadas y las
divergentes no lo estan.

Observacion. Existen sucesiones que no son convergentes ni divergentes. Por ejemplo,

{cos(nm) }peny = {1,—-1,1,—1,... }.

2.3. Calculo de limites.

Empezamos esta seccion enunciando algunas propiedades tutiles para el calculo de limites.

1. Sean {x,} e {yn} dos sucesiones de nimeros reales tales que lim z, = z, lim y, = v,
n—oo n—oo

con z,y € R. Entonces:

a) nh_?;o('xn + yn) =z+y.
b) 1Lm (Azn) = Az, VA € R.
d) Siy # 0 entonces lim (Tn/yn) = x/y.

Las propiedades (a), (b) y (c) se pueden generalizar al caso de sucesiones divergentes,
teniendo en cuenta las relaciones formales co 4+ 00 = 00, 000 =00y A-00 =00 si A > 0.
2. Sea f : I — R una funcién continua. Si x € I y lim z, = x entonces lim f(x,) = f(z).
n— 00 n—o0

Casos particulares:

) - ( lim xn) -
a) lim €™ = e\n—oo =e”.
n—oo

b) Six > 0 entonces lim In(x,) =1In ( lim :cn> = In(x),

n—oo n—oo
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( lim yn)
¢c) Siz>0y nlglgo Yn, = Y entonces nlggO (xdr) = (ntholo xn> n—00 = av.

3. Sea f : [a,00) — R una funcién tal que existe lim f(x) =1 (I puede ser +00). Entonces
T—00
lim f(n) =1.
n—oo
Ejemplo: lim In(n)/n = 0, ya que, por la regla de L’Hopital, lim In(z)/z = lim 1/z = 0.
- Nn—0 T—00 T—00

4. Sean {z,} e {y,} dos sucesiones de numeros reales. Si {x,} estd acotada y lim y, = 0
n—o0

entonces lim z,y, = 0. Por ejemplo, lim sen(n)/n = 0.
5. Sea {x,} una sucesién de numeros reales. Entonces lim z, =0 <= lim |z,|=0.

6. Criterio del cociente: Sea {z,} una sucesién de términos positivos (es suficiente que

x
exista un N > 0 tal que z,, > 0, Vn > N). Supongamos que existe lim ntl .
n—oo  ITp,

s Sil <1 entonces lim x, = 0.
n—o0

= Sil>1 (puede ser co) entonces lim z, = co.
n—oQ

Sil =1 el criterio no permite calcular el limite.

Ejemplo: si a € R entonces

Hman_{o sifal <1

n—00 oo sia>1

Si a < —1 la sucesién {a"} no tiene limite. Finalmente, si @ = 1 entonces lim a" = 1.
n—oQ

2.4. Limites superior e inferior.

Sea {x,} una sucesién de numeros reales. Se llama subsucesién de {z,} a cualquier suce-
sién obtenida tomando infinitos elementos de {z,} sin alterar su orden.

Por ejemplo, si {2 }nen = {2" nen = {1,2,22,23,24 ...}, tomando solamente los términos
pares se obtiene la subsucesion {2%F},cy = {1,22,24,...}.

Se dice que [ es un limite de oscilacién de la sucesién {z,} si es el limite de alguna
subsucesién de {x,}. Por ejemplo, 1 y —1 son limites de oscilacién de la sucesién

{(_1)n n i 1 }neN ’

ya que la sucesién de términos pares {2k/(2k + 1) }ren converge a 1 y la de términos impares
{—=(2k +1)/(2k + 2) }ren converge a —1.
Si una sucesién es convergente a x entonces su unico limite de oscilacion es x.
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Se llama limite superior de la sucesién {z,} al mayor de sus limites de oscilacién y limite
inferior al menor de ellos. En el ejemplo anterior,

liminfz, =-1 , limsupx, =1.
n—0o0 n—00

Propiedades: Sea {z,} una sucesién de nimeros reales.

1. {z,} es convergente y lim z, = x <= limsup z,, = liminf z,, = x.
n—00 N—00 n—00

2. {x,} estd acotada superiormente si y sélo si limsup z,, € R, y estd acotada inferiormente
n—oo

si y sélo si liminf z,, € R.
n—oo

2.5. Sucesiones recursivas.

Se llama sucesién recursiva a aquella en la que el término x, se define en funcién de los
anteriores. Por ejemplo, la sucesién de Fibonacci es una sucesién de recurrencia en la que cada
término se define en funcién de los dos anteriores.

Las recurrencias més sencillas son aquellas en las que cada término se define en funcién
del anterior a partir de un término inicial g € R. Por ejemplo, la sucesién definida a partir de
xo = 1 por la recurrencia x, 11 = (1 — x,,)? proporciona los términos 1 = 0, 13 =1, 23 =0, ...

La principal dificultad para estudiar la convergencia de estas sucesiones estd en que en
general no es posible encontrar la expresiéon del término general x,, en funciéon de n. De hecho, el
problema mas complicado es probar la existencia de limite, ya que su determinacion se reduce
al calculo de puntos fijos, segiin prueba el siguiente resultado.

Teorema 2.1 Se considera la sucesion {x,} definida a partir de x¢ por la recurrencia Tp41 =
f(zn),n>0.8 lim z, =x € R y f es continua entonces x = f(x). Es decir, si la sucesion es
n—oo

convergente entonces su limite es un punto fijo de f.

Demostracién. Si x = lim z, entonces x = lim x,41 y por tanto:
n—oo n—oo

z= lm 2,1 = lm f(z,) = f(lm 2,) = f(z).

a
Hay varios métodos para probar que una sucesién recurrente es convergente. El criterio méas
sencillo se aplica cuando la funcién f que define la recurrencia es estrictamente creciente.
Diremos que una sucesién {z,} es creciente si z,1 > x,, Vn € N. Andlogamente, {z,}
es decreciente si x,11 < x,, Vn € N. Una sucesion es mondtona si es creciente o decreciente.
Para funciones mondtonas se tiene el siguiente resultado:

Teorema 2.2 Toda sucesion monotona y acotada es convergente.

Corolario 2.1 Sea f : [a,b] = R una funcion continua estrictamente creciente en (a,b) tal que
f(a), f(b) € [a,b]. Entonces:
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1. f tiene un punto fijo en [a,b].

2. Para cada x € [a,b], la sucesion {x,} definida a partir de xo por la recurrencia Ty, =
f(zyn), n > 0, es mondtona y converge a un punto fijo de f en [a,b]. Ademds, {x,} es
creciente st x1 > xg Yy es decreciente si x1 < xg.

Ejemplo: Sea {z,} la sucesién definida por:

1
Trog = 5
Tptl = Tpel ™% n > 0.

La funcién continua f : [0,1] — R definida por f(x) = ze!~* satisface:

= £(0)=0€[0,1].
» f(1)=1€]0,1].
= f(z)=(1—2z)e!™® >0,Vz € (0,1) => f es estrictamente creciente en (0, 1).

Por el corolario anterior, la sucesién {x,} es monétona y converge a un punto fijo de f en [0, 1].
Como z1 = f(zo) = f(1/2) = \/e/2 > 1/2 = x0, la sucesién es creciente.
Por otra parte, f(z) =z <= el * =2 <= 2(1—e!"%) =0 <= 2 =0 o x = 1. Dado que

la sucesién {x,} es creciente y los inicos posibles limites son 0 y 1, necesariamente lim x,, = 1.
n—oo
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Capitulo 2. Sucesiones




Capitulo 3

Series

3.1. Introduccion.

El concepto de serie esta relacionado con un problema muy antiguo de las Matemaéticas: jes
posible que la suma de infinitos términos positivos dé como resultado un nimero finito? La res-
puesta es afirmativa y sélo hay que definir correctamente el concepto de “suma infinita”. En este
capitulo se introducen las definiciones, propiedades bésicas y algunos criterios de convergencia
de series, con especial atencién a las series de potencias.

3.2. Series de nuimeros reales.

Sea {xn}n>1 = {z1, T2, x3, ...} una sucesién de nimeros reales. La suma s,, = 1+ ---+ 2y,
de los n primeros términos se llama suma parcial n-ésima de la sucesién. Se llama serie asociada
a {z,} a la sucesién {s,} de sumas parciales.

Ejemplo: Si {x,} = {1/2"} = {1/2,1/22,1/23,...} entonces s; = 1/2, so = 1/2+ 1/4 = 3/4,
s3=1/2+1/4+1/8 =7/8. En general,

S N _1/2—1/2““_1 1
Ty T on — T 1-1/2 = on
o0
Denotaremos por Z Z, a la serie asociada a {z,}.
n=1

Convergencia.

e.)
Diremos que una serie g x, es convergente si la sucesién {s,} es convergente, es decir,
n=1

si existe lim s, = (x1 + 22 + -+ + ) = s. Dicho limite se llama suma de la serie y se

lim
n—oo n—oo

o0
denota s = Z T,

n=1
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En el ejemplo anterior,

=1 1
S g = =i (1-50) =1
n=

Por tanto la serie es convergente y su suma es 1.

o
Si lim s, = 400, diremos que la serie E T, es divergente.
n—oo

n=1

Por ejemplo, la sucesién {z,} definida por x,, = 1, ¥n > 1 proporciona la serie Z T, cuya
n=1
sucesion de sumas parciales es {s,} = {n} ={1,2,3,...}. Por tanto hm sp= lim n =00y la

n—oo
oo
serie E 1 es divergente.
n=1
Series geométricas. El ejemplo usado antes es una de las pocas series cuya suma se puede

calcular facilmente. En general, si a es un nimero real, llamaremos serie geométrica de razén a
oo

a la serie g a". Es sencillo probar que dicha serie es convergente si |a| < 1y ademés

n=1

oo
g a =
n=1

Observacion. El caracter convergente de una serie no varia si prescindimos de una cantidad finita
de téminos, pero si varia la suma en el caso de que sea convergente. Por ejemplo,

1 =1 1
2=l Ll s
n=0 n=1

n=1
Propiedades:
o o0 o
1. Si Z Tny Z Yn, SON convergentes entonces Z(mn +1vy) también es convergente y ademas
n=1 n=1 n=1
oo
(@0 +ya) = wazyn
n=1
oo [e.e]
2. Si Z Zy es convergente y A € R entonces Z()\xn) también es convergente y ademas
n=1 n=1

Z (Azp) —)\an
n=1
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o0
3. Si E T, es convergente entonces necesariamente lim x, = 0.
n—oo

n=1
. s . . o0 .
Esta propiedad es ttil para concluir que una serie ) >, , no puede ser convergente si

lim z,, # 0. Por ejemplo, la serie > .~°,((n — 1)/n) no puede ser convergente porque
n—00
lim (n — 1)/n = 1 # 0. El hecho de que lim z, = 0 no garantiza que la serie sea
n—00 n—00
convergente. Como veremos a continuacién, la serie > > ;(1/n) es divergente a pesar de
que lim (1/n) =0.

n—oo

3.3. Series de términos positivos. Criterios de convergencia.

o
En esta seccion consideraremos series g Zy, de términos positivos, es decir, x,, > 0, Vn > 1.

n=1

I. Criterio de la integral.

Sea f :[1,00) — R una funcién continua tal que

a) f es decreciente.

b) f(x) >0,Vz > 1.

S [e's]
Entonces la serie Z f(n) converge si y sélo si la integral impropia / f(x)dx es convergente.
1

n=1
Ademsds, en caso de que sean convergentes, se tienen las siguientes desigualdades:

/1 f(z)dz S;f(n) < f(1)+/1 f(z)dz.

oo
Aplicacién: Por comparacién con la integral impropia / (1/2%) dx, se deduce del criterio de
1

(o]
la integral que la serie Z 1/n® converge si a > 1y diverge si a € (0, 1].

n=1

o o0
Por ejemplo, la serie armonica g 1/n es divergente, mientras que la serie E 1 /n2 es

n=1 n=1

o
convergente y ademds, como / 1/ z2dz = 1, se cumplen las desigualdades
1
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II. Criterios de comparacion.

Como en el caso de las integrales impropias, consideraremos dos tipos de criterios de com-
paracion: uno directo y otro por paso al limite.

o0
Criterio 1. Sean Z:cn y Zyn dos series de términos positivos. Supongamos que =, < Y,

n=1 n=1

Vn > 1. Entonces:

o0 o oo oo
a) Z Yn converge — Z Ty converge v ademds Z Ty < Z YUn.-

n=1 n=1 n=1 n=1

[e.e] oo
b) Z xp diverge = Z yn diverge.

n=1 n=1

Por ejemplo, la serie Z sen? (n)/3™ converge y ademés

n=1

oo

>, sen? 1
YRS gy

n=1 n=1

x
Criterio 2. Sean Z Tny Z yn dos series de términos positivos. Supongamos que existe lim ~* =

n=1 n=1 "0 Un
l.
oo o0
a) Sil € (0,00) entonces Zyn converge <= Zmn converge.
n=1 n=1

oo oo
b) =00y Z ypn, diverge = Zmn diverge.

n=1 n=1

o o0
c)l=0y Z Yp converge — Z Ty converge.

n=1 n=1

n—n

P 1 d | @
or ejemplo, consideramos la serie ; n2 + n omo
_ 2 _
T VALV O B P el A R
n—00 1/7’L n—oco N+ 1

[e.e]

(o)
n — \/ﬁ
se tiene que 1/n diverge =— ———— diverge.
q n§:1 / g nE_ i g
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III. Criterio del cociente.

00

. , . .. . , Tn+1

Sea E Iy una serie de términos pOSlthOS. Supongamos que existe lim . Entonces:
n=1

n—oo Iy

[e.e]
;o Intl
a) lim 2 <1 — g Z, converge.
n—o0 Iy, 1
n—=

o
;o Tntl .
b) lim > 1 — g x,, diverge.
n—oo  Xp ‘
n=

.o Tn+1 .. . . .
Si lim =1, el criterio no decide la convergencia de la serie.
n—oo Iy

IV. Criterio de la raiz.

(o)
Sea g Zp una serie de términos positivos. Supongamos que existe h;m Yx,. Entonces:
n o0

n=1

o0
a) nhﬁngO YV, <1 = len converge.
n=

o0
b) nh_}rrgo Y, >1—= z:la:n diverge.
n—=

Si lim /x, = 1, el criterio no decide la convergencia de la serie.
n—oo

3.4. Convergencia absoluta.

o o
Diremos que una serie g x, es absolutamente convergente si la serie g |z, | es con-
n=1 n=1

vergente.
Teniendo en cuenta la desigualdad triangular, se tiene el siguiente resultado:

Propiedad. Toda serie absolutamente convergente es convergente. Ademsds,

S) 00
> wn| <D lanl.
n=1 n=1

Esta propiedad permite aplicar los criterios de convergencia para series de términos positi-
vos a series arbitrarias. En particular, tenemos la siguiente generalizacién del criterio del cociente:
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Criterio del cociente generalizado.

oo
. , . ; Tn+1
Sea E Ty una serie de ntimeros reales. Supongamos que existe lim ! Entonces:
] n—oo |y
n—=

o
.z
a) lim M <l= an es absolutamente convergente.

n—oo x|

n=1
, ‘xn—&—l‘ =
b) lim ——— > 1 = E Zp NO converge.
n—oo x|
n=1
. 12 ’xn—i-l’ . . . . .
Si lim ———— =1, el criterio no decide la convergencia de la serie.

n—00 ‘xn‘

Observacién: se puede formular un criterio similar usando el criterio de la raiz con lim {/|x,|.
n—o0

(o]
En algunos casos es posible probar la convergencia de la serie E T, a pesar de que la serie

n=1

o0
Z |z, | es divergente.

n=1

Criterio de Leibniz.

Sea {zy} una sucesién de términos positivos decreciente tal que lim z, = 0. Entonces la

n—oo
o0
serie Z(—l)”xn es convergente.
n=1
o0
. . (=" 9 :
Por ejemplo, la serie Z ~—— es convergente ya que la sucesién {1/n} es decreciente y

n
n=1

lim 1/n = 0. Sin embargo, la serie no es absolutamente convergente, ya que
n—o0

(=n"

>

1
=3
n=1

n=1 n
que, como hemos visto, es divergente.
3.5. Series de potencias.
o0
Se llama serie de potencias con coeficientes {ay, },>0 centrada en zy a la serie Z an(x —
n=0

:L'o)n.



3.5. Series de potencias. 29

Las series de potencias se pueden considerar como una generalizacién de los polinomios (“de
o

grado infinito”). Una serie de potencias define una funcién f(z) = Z an(x—xp)"™ en el conjunto

n=0
de puntos x € R para los que es convergente. Este conjunto se llama intervalo de convergencia

de la serie y en general es un intervalo centrado en xg. El siguiente resultado es una consecuencia
del criterio del cociente generalizado:

. . |Gn41
Teorema 3.1 Supongamos que existe [ = lim [n+ |
n—oo |ay,|

o0
a) Sil es un numero real positivo entonces la serie de potencias E an(x — x0)" es absoluta-

n=1
mente convergente para x € (xo—r,xo+7), donde r = 1/l se llama radio de convergencia

de la serie. Fuera del intervalo cerrado [zg—r, xo+7] la serie es divergente y en los extremos
puede ser convergente o divergente.

b) Sil = oo entonces la serie de potencias E an(x — )" sblo converge para x = xq (se dice
n=1
que el radio de convergencia es cero).

c¢) Sil =0 entonces la serie de potencias Z an(x — )" converge absolutamente para todo
n=1
x € R (se dice que el radio de convergencia es infinito).

Observacion: se puede formular un resultado completamente andlogo usando el criterio de la

raiz, con [ = lim /|ay|.
n—oo

Derivacion e integracién de series de potencias.
oo

Sea E an(x — )" una serie de potencias convergente en el intervalo (xg — r,z9 + 7).

Entonces se puede definir la funcién f : (zg — r,z9 + ) — R dada por f(x Z an(x — z9)"

Esta funcién tiene las siguientes propiedades:
1. f es derivable en (zg —r,xo + 1)y f'(x Zan (z — x0)" L.

2. f es integrable y ademads una primitiva de f es

)n—i—l

B . an(z — 0
/f(x)dx—;m.
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Ejemplo: Sabemos que la serie Z x" es convergente para x € (—1,1) y ademds
n=0

o
n=0 ( N x)
Si denotamos f(x Z z" =1/(1 — x), se tiene:

f(@) = A= Zn:c Znaz :an ) Ve (—1,1).

Series de Taylor.
Sea f una funcién de clase C*° en un entorno (xg—J, zg+¢) de un nimero real zy. Entonces
se puede calcular el polinomio de Taylor de cualquier orden k > 1:

_ 5~ ) "
x)—z p (x —zo)", Va € (zo — J,z0 + 9).

o0

Si consideramos la serie de potencias g an(z — x0)", con a, = f(xg)/n! y r es el radio

n=0
de convergencia de esta serie entonces se puede definir la funcién

) (e
):Zf Tg! 0)(:U—xg)",V:UG (xo —ryxo+ 7). (3.1)

Dado que f(z) = pr(z) + rx(z), donde

fk—H) (gx) (3j . $0)k+1,

con &, entre xg y x, si kh’m re(z) =0, Va € (zg — r,z9 + r), entonces:
— 00

lim (f(z) — px(x)) = lim ri(x) =0

k—o0 k—o0

y por tanto

flx) = hm pk Z fn —xo)",Va € (xg — 1,20 + 7). (3.2)

Es decir, f es precisamente la funcién g definida en (3.1). La expresién (3.2) se llama desarrollo
en serie de Taylor de la funcién f centrado en xg.
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Ejemplo 1: El desarrollo en serie de Taylor de la funcién e® centrado en zg = 0 es

z"
X
= E —n!,VxER.
n=0

En efecto, veamos primero que el radio de convergencia de la serie es infinito:

1
= lim —— = lim =0=1r=o00.
n—mw(n—%l)! n—oon + 1

Ahora probamos que kh’m re(z) =0, Yz € R. Como f¥(x) = e, Vk >0, Yz € R, se tiene:
—00

e|x\ ’x‘k+1

(&)
- (k+ 1)

(k+1)!

()] =

‘ |k:+1 ’ '| ‘k—I—l

(k+1)

Usando el criterio del cociente para la convergencia de sucesiones, se prueba que

||| .| k+1
im % =0,Vz eR.

De aqui se deduce que ka |ri(x)| = 0 para todo z € R.
—00

Ejemplo 2: El desarrollo en serie de Taylor de la funcién In(1 + x) centrado en zp = 0 es

o n 1 "
n(l+ ) Z Ve (—1,1).

n=1

En este caso se obtiene directamente usando la férmula de integraciéon de una serie de
potencias.

Como Z " =1/(1—z), Vo € (—1,1), se puede definir la funcién

Una primitiva de f(z) = 1/(1 + z) es F(z) = In(1 4+ x). Por otra parte, usando la expresién

anterior:
)n n+1

/f dm—/z b ”d:v—z(n_i_l.

Como dos primitivas de la misma funcién se diferencian en una constante, necesariamente existe
C € R tal que
et (_1)n$n+1

n=0
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La constante C' se determina evaluando los dos miembros de la igualdad en = = 0:

o

(_1)n0n+1

0=In(1+0)=)» ~———
= nt 1

+C=C.

Finalmente, tomando k = n + 1, se obtiene:

0 1)nxn+1

1n(1+x):2(_n+1

n=0 k=1
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